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Die erste Verwendung von homogenen Koordinaten, 1827

Aufgabe 42 (Gerade durch zwei Punkte und der Schnittpunkt zweier Geraden)

a) Seien p; = (z1 : y1 :

z1) und py = (22 : y2 : 29) zwei Punkte in RP?. Man zeige, dass die

projektive Gerade durch p; und ps die folgende Gleichung hat:

b) Seien
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zwei Geraden in RP2. Man zeige, dass die Komponenten des Kreuzproduktes
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homogene Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden ¢1 und ¢5 sind.

Aufgabe 43 (Das Baryzentrum und projektive Transformationen)

Sei A = {z € R"™ | 29+ -+ +x, = 1} eine affine Hyperebene. Betrachte die affine Basis
(eg, .. .,en) von A. Beschreibe die projektive Transformation [f] € PGL(n + 1), die diese Basis-

punkte festhilt, und den Punkt mit baryzentrischen Koordinaten ( 1

(Aos- -+, ) mit \; # 0,3, A; = 1 abbildet.
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Aufgabe 44 (Projektive Quadriken in RP?)
Man zeige, dass die projektiven Abschliisse der folgenden affinen Quadriken zueinander projektiv
dquivalent sind:
a) die Sphire 22 +y%+ 22 = 1, das zweischalige Hyperboloid 22 —y? — 22 = 1 und das elliptische
Paraboloid 22 + y? = 2z;
b) das einschalige Hyperboloid x? +y2 — 22 = 1 und das hyperbolische Paraboloid z? —y? = 2z.

*Man zeige, dass das einschalige Hyperboloid den projektiven Raum in zwei Volltori zerschneidet.
Aufgabe 45 (Projektive Unterraume auf projektiven Quadriken)
a) Sei @ C P(V) eine projektive Quadrik, und U C V ein Untervektorraum. Man zeige, dass

der Schnitt @ N P(U) entweder eine Quadrik in P(U) oder das ganze P(U) ist.
b) Sei Q = {[v] € P(V) | a(v,v) = 0} eine projektive Quadrik. Man zeige:
PU)cQeUcUt
wobei U+ das Orthogonalkomplement des Untervektorraums U C V beziiglich der Form «
ist.
c) Man zeige, dass eine nicht-ausgeartete Quadrik im n-dimensionalen projektiven Raum kei-
nen projektiven Unterraum der Dimension > & enthalten kann.

d) Man finde einen m-dimensionalen projektiven Unterraum auf der Quadrik
(£l e} C RO

e) *Man zeige, dass durch jeden Punkt auf der obigen Quadrik mindestens (m + 1)! in der
Quadrik enthaltende m-dimensionale projektive Unterraume gehen.
Aufgabe 46 (Projektive Polaritat in Koordinaten)

Jeder Punkt in RP"™ wird durch homogene Koordinaten (xg : x1 : ... : z,) beschrieben. Jeder
Hyperebene kann man auch homogene Koordinaten zuordnen, und zwar die Koeffizienten der
homogenen linearen Gleichung, deren Losungsmenge diese Hyperebene ist.

Sei a(z,r) = 37} ;_ a;jr;r; eine nicht-ausgeartete Quadrik.

a) Was sind die Koordinaten (im oben beschriebenen Sinne) der Polare des Punktes (xg : 21 : ... : zy)?

b) Wie berechnet man die Koordinaten des Pols der Hyperebene mit Koordinaten (yo : y1 : ... : yn)?

*Aufgabe 47 (Schlieungssatz von Poncelet: ein Spezialfall)

Seien C' und ¢ zwei Kreise, wobei ¢ innerhalb von C'
liegt. Von einem Punkt p; auf C' zieht man eine Tan-
gente zu ¢, die den groflen Kreis wieder im Punkt po
schneidet. Dann zieht man von py eine weitere Tangen-
te zu ¢ und erhéalt den Punkt p3 € C' (jedes Mal nimmt
man eine neue Tangente, sodass p;+1 # pi—1)-

Angenommen, dieser Polygonzug schliefit sich nach n

Schritten: p,11 = p1. Man zeige: dann passiert das
Gleiche auch fiir jede andere Wahl des Anfangpunktes
pp € C.



