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Kapitel 1

Einleitung

1 Was ist Geometrie?

Euklidische, affine, projektive, sphérische, hyperbolische Geometrie. Verbindungen zu
Forschung und Anwendungen.
Geschichte:

e Fuklid: Axiomatische Methode.

e Descartes (und Fermat und Vorgénger): die Koordinatenmethode, erste “Algebrai-
sierung” der Geometrie.

e Perspektive in der Malerei. Projektive Geometrie.

e Problem des fiinften Postulats (das Parallelenaxiom): folgt es aus den anderen
Axiomen? Viele vergebliche Versuche, es herzuleiten.

e Anfang des XIX Jh.: Aufbau der nichteuklidischen (hyperbolischen) Geometrie
durch J. Bolyai und Lobatschewski auf der Basis der Negation des fiinften Postu-
lats. Keine unmittelbaren Widerspriiche.

e Riemannsche Geometrie: “gekriimmte Raume”.
e Ende XIX Jh.: Beginn der systematischen Axiomatisierung der Mathematik.

e Zur gleichen Zeit: zweite Algebraisierung der Geometrie; das Erlanger Programm
von Felix Klein: Geometrie als Transformationsgruppe.

Mehr tiber Geschichte: [Stil0].

Synthetische Geometrie: nur geometrische Axiome und Argumente, “reine Geome-
trie”. Analytische Geometrie: Benutzung der Koordinaten und Gleichungen. Beide An-
sdtze haben ihre Vorteile.



2 Gruppenwirkung

2.1 Definition und Beispiele

Sei X eine Menge. Durch Sx bezeichnen wir die Menge aller bijektiven Abbildungen von
X auf sich selbst:
Sx :={f: X - X | f bijektiv}

Die Menge Sx bildet eine Gruppe, wobei die Gruppenoperation die Komposition der
Abbildungen ist. (Stellen Sie fest, dass die Gruppenaxiome erfiillt sind!) Wir nennen Sx
die Permutationsgruppe von X. Wenn X = {1,2,...,n}, dann wird Sx als S,, bezeichnet.

Definition 1.1. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenwirkung (oder
Gruppenoperation) von G auf X ist ein Homomorphismus G — Sx. Explizit, das ist
eine Abbildung ¢: X — Sx, sodass

p(gh) = ¢(g) o p(h) (1.1)
fir alle g, h € G gilt.

Insbesondere gilt ¢(e) = idx und ¢(g71) = (p(g)) L.
Anstelle von ¢: G — Sx schreiben wir manchmal G Ci\, X oder G G X.

Beispiel 1.2. 1. Die Gruppe GL(n,R) der reguliren (invertierbaren) Matrizen wirkt
auf R™.

2. Die Untergruppen von GL(n,R)
SL(n,R) = {4 e GL(n,R) | det A = 1}
O(n,R) = {Ae GL(n,R) | ATA = E}
wirken auf R™.
3. Jede Gruppe wirkt auf sich selbst mittels g — L, € Sg, wobei
Ly:G— G, Lg(h)=gh
Die Abbildung L, heifit Linkstranslation.
Aufgabe 1.3. Analog definiert man die Rechtstranslation
R,: G— G, Ry(h)=hg

(Wann) ist g — Ry ein Homomorphismus? Was muss man dndern, damit es zu einem
Homomorphismus wird?

Spezialisierung des letzten Beispiels. Der Vektorraum R"™ ist eine Gruppe beziiglich
Vektoraddition. Folglich wirkt er auf sich selbst durch Translationen. (Da R™ eine abel-
sche Gruppe ist, gibt es keinen Unterschied zwischen Links- und Rechtstranslation.)



2.2 Treu, frei, transitiv

Wenn es zu keiner Verwirrung fiihrt, schreiben wir g(z) anstelle von ¢(g)(z). Wenn man
will, darf man auch gz schreiben. Die Eigenschaft (1.1) wird zur

(gh)(z) = g(h(z)) bzw. (gh)x = g(hz)

Das sieht sehr nach dem Assoziativgesetz aus, man soll aber beachten, dass gh die
Gruppenmultiplikation ist, und hz die Gruppenwirkung ist (das Bild von z unter der
dem Gruppenelement h zugeordneten Abbildung).

Ein vo6llig uninteressantes Beispiel einer Gruppenwirkung ist g(z) = « fiir alle g und
x. Das entspricht dem trivialen Homomorphismus

G — Sx, g—idy fiir alle g

Der andere (interessante) Extremalfall ist, wenn keinem g (ausser der Einheit der
Gruppe) die Identitdtsabbildung zugeordnet wird.

Definition 1.4. Fine Wirkung p: G — Sx heifit treu, wenn ¢ injektiv ist; mit anderen
Worten, wenn Ker ¢ die triviale Untergruppe {e} < G ist.

Bemerkung 1.5. Wenn G — Sx eine treue Wirkung ist, dann kénnen wir die Gruppe
G als Untergruppe von Sx betrachten, indem wir sie mit ihrem Bild in Sx identifizieren.

Jede untreue Gruppenwirkung kann zu einer treuen “vereinfacht” werden, indem
man G nach der normalen Untergruppe Ker ¢ faktorisiert.

Definition 1.6. Eine Wirkung ¢: G — Sx heifit frei, wenn
g(x) # x

fir alle g # e und alle x € X gilt, mit anderen Worten, jedes nichttriviale Element von
G wirkt auf X ohne Firpunkte.

Aufgabe 1.7. Jede freie Wirkung ist treu.

Definition 1.8. FEine Wirkung heifst transitiv, wenn es fir alle x,y € X ein g € G gibt,
sodass g(x) =y gilt.

Beispiel 1.9. Die Wirkung von GL(n,R) auf R™ ist treu. Sie ist nicht frei, denn es
gibt lineare Transformationen mit dem Eigenwert 1; noch einfacher: jede lineare Trans-
formation bildet 0 auf 0 ab, die 0 ist also ein Fixpunkt fiir alle Gruppenelemente. Aus
dem selben Grund ist die Wirkung nicht transitiv: 0 kann nicht auf ein anderes Element
abgebildet werden.



2.3 Orbits

Definition 1.10. Sei G G X eine Gruppenwirkung. Der Orbit (oder die Bahn) eines
Punktes x € X ist die Menge aller Punkte, in die x durch die Wirkung von G dberfihrt
werden kann:

Orb(z) :={y e X | 3g € G sodass y = g(x)}
Proposition 1.11. Die Menge X ist disjunkte Vereinigung der Orbits.
Beweis. Wir zeigen, dass
x ~y <y liegt auf dem Orbit von x

eine Aquivalenzrelation ist. Dann sind die Orbits Aquivalenzklassen und die Behauptung
folgt.

Erstens, * ~ z, da e(x) = x. Zweitens, © ~ y = y ~ x, da aus y = g(z) folgt
x = g~ (y). Drittens, aus y = g(z) und z = h(y) folgt

z = h(g(x)) = (hg)(z)

O]

Proposition 1.12. Eine Gruppenwirkung auf X ist transitiv genau dann, wenn sie nur
einen Orbit hat, und zwar X selbst.

Beweis. Klar. O

Satz 1.13. Sei G G X eine freie transitive Wirkung und sei x € X. Dann ist die
Abbildung

I,: G- X, g~ gx)
eine Bijektion.

Beweis. Zwei-Zeilen-Beweis:

G G X transitiv = I, surjektiv
G G X frei = I, injektiv

Die erste Zeile ist klar, die zweite kann wie folgt erkldrt werden. Sei I, nicht injektiv,
dann

3g # h: g(z) = h(z) = hlg(z) =

also das Element h~'g # e wirkt mit einem Fixpunkt, was der Freiheit der Wirkung
widerspricht. ]



2.4 Affine Raume

Definition 1.14. Fin affiner Raum ist eine Menge mit einer freien und transitiven
Wirkung der additiven Gruppe eines Vektorraums.

Sei V' ein Vektorraum, und V G A eine transitive freie Wirkung. Das bedeutet,
jedem Punkt p € A und jedem Vektor v € V wird ein Element v(p) € A zugeordnet.
Dabei gilt

(v + w)(p) = v(w(p))

Nennen wir die Wirkung v(p) das “Abtragen des Vektors v vom Punkt p”. Die Bezeich-
nung p + v := v(p) lasst uns

p+(w+w)=(p+v)+w

schreiben (Beweis: p + (v + w) = (v + w)(p) = (w + v)(p) = w(v(p)) = (p + v) + w).
Andererseits vertuscht sie die Tatsache, dass p + v das Abtragen ist, und v + w die
Vektoraddition. Mit Worten:

Das Abtragen der Summe v + w von einem Punkt p liefert den selben Punkt
wie das sukzessive Abtragen von v und w.

Im Alltag lernen wir zuerst die affine Ebene (Blatt Papier) und den affinen Raum
(unsere Welt) kennen, und erst danach in der Schule und Universitdt Vektoren und
Vektorrdume. In Mathematik ist es genau umgekehrt.

Die im Satz 1.13 definierte Abbildung I,,: V' — A ist eine Bijektion zwischen dem
Vektorraum V und dem affinen Raum A, die 0 € V' auf p abbildet, siche Abb. 1.1. Sie
“wahlt p zum Koordinatenursprung in A”, und damit kann der affine Raum mit einem
Vektorraum identifiziert werden. Man drickt es manchmal so aus: “Ein affiner Raum ist
ein Vektorraum, wo man die Lage des Koordinatenursprungs vergessen hat.”

L]
v I, p+v

o
S

Abbildung 1.1: Bijektion zwischen einem Vektorraum und einem affinen Raum.

Literatur: [Ber09, Abs. 1.1-1.6], [Fis85, Abs. 1.0].



Kapitel 2

Euklidische und affine Geometrie

1 Isometrien: Darstellung durch Spiegelungen

1.1 Isometrien

Mit E™ bezeichnen wir die euklidische Ebene (n = 2) bzw. den euklidischen Raum
(n=3).

Definition 2.1. FEine bijektive Abbildung f: E" — E™ heif$t Kongruenztransformation
oder Isometrie, wenn sie Abstande erhdlt, also

dist(f(x), f(y)) = dist(z, y)
fiir alle z,y € E™ gilt.
Die Menge aller Isometrien von E™ wird mit Isom(E"™) bezeichnet.

Proposition 2.2. Isometrien von E" bilden eine Gruppe. Diese Gruppe wirkt auf eine
natirliche Weise auf E™.

Beweis. Nach Definition ist Isom(E™) eine Teilmenge der Permutationsgruppe Sgr. Folg-
lich reicht es zu zeigen, dass

e Komposition zweier Isometrien;

e das Inverse jeder Isometrie;

e die Identitatsabbildung
auch Isometrien sind. Dann ist Isom(E") eine Untergruppe von Sgn. O
Beispiel 2.3. Die folgenden Abbildungen sind isometrisch.

e Translation um einen Vektor a € R™.

o Spiegelung an einer Geraden in E? oder an einer Ebene in E3.



e Drehung um einen Punkt in E? oder um eine Gerade in E3.

Kongruenztransformationen werden benutzt, um Kongruenz der geometrischen Figu-
ren zu definieren. Jede Gruppenwirkung G G X erzeugt eine Gruppenwirkung G G 2%
auf der Menge aller Teilmengen von X. Und zwar, fir A ¢ X definieren wir

9(A) :={g(z) [ = € A}

Definition 2.4. Zwei Teilmengen A, B c E" heiffen kongruent, wenn es eine Isometrie
f € Isom(E"™) existiert, sodass f(A) = B.

Zum Beispiel, alle einpunktigen Mengen sind zueinander kongruent, weil die Iso-
metrien auf E™ transitiv wirken (jeder Punkt kann auf einen anderen z.B. durch eine
Translation der Ebene/Raumes abgebildet werden.

Proposition 2.5. Seien A, B,C € E? drei nicht kollineare Punkte. Wenn A’, B',C" € E?
die Bedingungen

AB=A'B", BC=DBC, CA=CA
erfiillen, dann gibt es genau eine Isometrie f: E> — E2, sodass f(A) = A', f(B) = B’
und f(C) =C".

Beweis. Die Existenz von f ist zum SSS-Kongruenzsatz dquivalent. Fiir Eindeutigkeit
siehe Aufgabe 2.6. O

Aufgabe 2.6. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

1. Jede Isometrie von E? ist durch die Bilder von drei nicht kollinearen Punkten A,
B, C eindeutig bestimmd.

2. Wenn f € Isom(E?) und f(A) = A, f(B) = B, f(C) = C fiir nicht kollineare A,
B, C, dann f =id.

Beweise die zweite Aussage.

Spéter werden wir eine Verallgemeinerung der Proposition 2.5 auf héhere Dimensio-
nen beweisen.

1.2 Satz iiber n + 1 Spiegelungen

Satz 2.7. Jede Kongruenztransformation der Ebene kann als Komposition von hichstens
drei Spiegelungen an Geraden dargestellt werden.

Jede Kongruenztransformation des Raumes kann als Komposition von héchstens vier
Spiegelungen an Ebenen dargestellt werden.

Beweis. Sei f € Isom(E?). Seien A, B, C € E? drei beliebige nicht kollineare Punkte, und
seien

A= f(A), B :=f(B), C:=f()



Wir werden Isometrien Sy, Sz, S3 (wobei jede S; eine Geradenspiegelung oder die Iden-
titatsabbildung ist) so konstruieren, dass

S3085081(A) = f(A), S3085081(B)=f(B), S308:081(C)=f(C) (2.1)

Nach Proposition 2.5 wird daraus S3 0 Sy 057 = f folgen.

Wenn A # A’, dann sei S; die Spiegelung an der Mittelsenkrechten zwischen A" und
A, sodass S1(A) = A’. Wenn A’ = A, dann sei S7 = id.
Es gilt

dist(A', B') = dist(A, B) = dist(S1(A), S1(B)) = dist(4’, $1(B))

Folglich liegt der Punkt A" auf der Mittelsenkrechten zwischen B’ und S;(B). Wenn S
die Spiegelung an ¢5 ist, dann gilt

52 o Sl(A) = SQ(A/) = A/, 52 o Sl(B) = B/

Wenn B’ = S1(B), sodass die Mittelsenkrechte nicht definiert ist, dann setze Sy = id.
Die obigen Gleichungen bleiben richtig.
Nun haben wir

dist(C’, A’) = dist(S2 0 S1(C), S2 0 S1(A)) = dist(Sz 0 S1(C), A")

dist(C’, B") = dist(S2 0 S1(C), S 0 S1(B)) = dist(S2 0 S1(C), B')
Daraus folgt dass entweder C' = S5 0 S1(C) oder sind C’ und Sy o S1(C) beziiglich der
Geraden A’B’ symmetrisch. Im ersteren Fall setzen wir S3 = id, im letzteren sei S3 die

Spiegelung an der Geraden A’B’. Dann gilt (2.1) und der Satz ist im Fall der Ebene
bewiesen.

’
A" = S1(A)

Der Beweis fiir E? ist analog, vorausgesetzt dass jede Isometrie von E? durch die
Bilder von 4 nicht komplanaren Punkte eindeutig bestimmt ist. O

Vergleiche diesen Beweis mit dem der Darstellbarkeit jeder Permutation einer n-
elementigen Menge als Komposition von hochstens n — 1 Transpositionen.



1.3 Orientierung; Eigentliche und uneigentliche Isometrien

Darstellung einer Isometrie als Komposition der Spiegelungen ist nicht eindeutig. Sogar
die Anzahl der Spiegelungen ist nicht eindeutig: die Identitéat kann als Komposition von 0
Spiegelungen dargestellt werden, oder als Komposition zweier Spiegelungen an derselben
Geraden/Ebene. Invariant ist aber die Paritdt der Anzahl der bendétigten Spiegelungen.

Definition 2.8. Orientierter Winkel € R/277Z zwischen zwei Halbgeraden.

Jede Isometrie f erhilt die Winkelmaf: ZA'B'C' = ZABC, wenn A’ = f(A)
usw. Wenn wir aber orientierte Winkel in der Ebene betrachten, dann gilt ZA’'B'C’ =
+/ ABC. Wir nehmen es ohne Beweis an, dass jede Isometrie entweder alle orientierten
Winkel erhalt oder sie alle umkehrt.

Definition 2.9. Eine Isometrie von E? heif$t orientierungserhaltend, wenn sie die ori-
entierten Winkel erhdlt, und orientierungsumkehrend, wenn sie sie umkehrt.

Definition der Orientierung in E? benutzt die Begriffe der “Rechtsschraube” und
“Linksschraube”.

Anstelle von “orientierungserhaltend” und “orientierungsumkehrend” sagt man auch
“eigentlich” und “uneigentlich”.

Proposition 2.10. Komposition zweier eigentlichen oder zweier uneigentlichen Isome-
trien ist eigentlich. Komposition einer eigentlichen und einer uneigentlichen Isometrie
(in beliebiger Reihenfolge) ist uneigentlich.

Beweis. Im Fall von E? folgt es direkt aus der Definition. O
Korollar 2.11. Die Menge Isom™ (E™) aller eigentlichen Isometrien bildet eine Gruppe.

Proposition 2.12. Eine Isometrie ist eigentlich (bzw. uneigentlich) genau dann, wenn
sie als Komposition von gerade vielen (bzw. ungerade vielen) Spiegelungen dargestellt
werden kann.

Beweis. Jede Spiegelung (an einer Geraden in E? oder an einer Ebene in E3) ist orien-
tierungsumkehrend. Aus Proposition 2.10 folgt nun, dass Komposition von gerade (bzw.
ungerade) vielen Spiegelungen eigentlich (bzw. uneigentlich) ist. Daraus folgt die Be-
hauptung. O

Vergleiche das mit der Paritdt von Permutationen.

1.4 Klassifikation der Isometrien der Ebene und des Raumes

Satz 2.13. Jede Isometrie der euklidischen Ebene hat eine der folgenden Formen:
1. Translation T, um einen Vektor v;

2. Drehung D% mit Drehzentrum P und Drehwinkel ¢ € R/27Z;



3. Gleitspiegelung STy .

Definition 2.14. Fine Gleitspiegelung der euklidischen Ebene ist Komposition der Spie-
gelung an einer Geraden und der Translation um einen zu dieser Geraden parallelen
Vektor:

STZ,U = Sg o Tv = Tv o Sg

wobei v || £.

Lemma 2.15. Seien ¢1 und {5 zwei Geraden in der Ebene, und seien S und Sy die
zugehorigen Spiegelungen.

1. Wenn £y || £2, dann
S2051 = Ty,

wobet der Vektor v senkrecht zu €1 und fy ist, in Richtung von €1 zu £y zeigt, und
den Betrag gleich dem Abstand zwischen ¢1 und fo hat.

2. Wenn £ und €y sich im Punkt P schneiden, dann
SQ (¢] Sl = D%O,
wobei p der Winkel von €1 zu £y ist.

Beachte, dass ¢ nur bis auf ein Vielfaches von 7 definiert ist. Dafiir aber hat 2¢ einen
wohldefinierten Wert in R/27Z.

Beweis. In beiden Situationen braucht man entweder eine Fallunterscheidung zu machen
oder Koordinaten zu benutzen (kartesische fur ¢; || ¢2 und Polarkoordinaten mit Zentrum
P fiir 01 n by = {P}). O

(o)

2 £ 41 153 % Lo

Abbildung 2.1: Komposition der Spiegelungen an zwei parallelen Geraden. Bestimme
das Bild des Punktes im dritten Fall selbst.

Beweis des Satzes 2.13. Sei f € Isom(E?). Nach Satz 2.7 ist f als Komposition von
m < 3 Spiegelungen darstellbar.

Wenn m = 0, dann kann man f als Translation um den Nullvektor deuten.

Wenn m = 1, dann ist f eine Geradenspiegelung.

Wenn m = 2, dann ist f nach Lemma 2.15 eine Translation oder Drehung.
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Seim =3 und f = S30 .59 0.5;. Nehmen wir an, dass die Geraden ¢ und /3 nicht
parallel sind; sei P ihr Schnittpunkt. Beim Ersetzen von ¢o und ¢3 durch ¢, und ¢4, die
sich in demselben Punkt P schneiden und denselben orientierten Winkel bilden, bleibt
die Komposition der Spiegelungen wegen Lemma 2.15 dieselbe:

SéOSéZ;S’gOSQ$SéOSéOSl253052051

Wenn die Gerade £1 ebenfalls durch P geht, dann kénnen wir 5 und ¢3 so drehen, dass
f = (1. Dann ist
S5 08508 =54

eine Spiegelung. Wenn ¢; nicht durch P geht, dann drehen wir £ und ¢3 so, dass ¢,
senkrecht zu ¢; ist. Danach drehen wir ¢; und ¢4 um ihren Schnittpunkt so, dass ¢
parallel zu ¢4 ist. Es folgt

Sho 840 = To S,

wobei v der Vektor von ¢4 zu ¢4 ist. Da v parallel zu ¢} ist, ist 75,05 eine Gleitspiegelung.

[2 EIQ Z/
l3 ) y
£y zg

"
EQ

Aufgabe 2.16. Behandle den Fall, wo £ und ¢35 parallel zueinander sind.
O

Satz 2.17. Jede eigentliche Isometrie des Raumes ist eine Schraubung (einschliefslich
Translationen und Achsendrehungen).

Jede uneigentliche Isometrie des Raumes ist entweder eine Gleitspiegelung oder eine
Drehspiegelung.

1.5 Komposition von Drehungen und der Satz von Napoleon

Proposition 2.18. Komposition zweier Drehungen der euklidischen Ebene ist eine Dre-
hung oder Translation:

Dﬁ“ﬂ wenn ¢ + 1 # 0(mod27)

D% o DY =
Pore {Tv, wenn ¢ + ¢ = 0(mod27)

Dabei ist R der Schnittpunkt der Bilder der Geraden PQ unter D}@p und unter Déw/z.
Komposition einer Drehung und einer Translation in einer beliebigen Reihenfolge ist
etne Drehung mit demselben Drehwinkel:

D}’;oTv:Dg, TvoD}@:D}%

11



Beweis. Sei £1 die Gerade PQ und seien

by = DE(01), 3= D" ()

Abbildung 2.2: Komposition zweier Drehungen mit Winkelsumme ungleich Null. Beach-
te, dass der Punkt R auf der anderen Seite der Geraden P liegen kann.

Bezeichne mit S; die Spiegelung an ¢;. Dann gilt nach Lemma 2.15
D§ =S,081, D§=S08;

Folglich
Dl‘@ng = (SQOSl)O<51053) 2520(51051)053 252053

Wenn ¢ + 1 # 0(mod27), dann schneiden sich die Geraden f2 und ¢3 im Punkt R und

es gilt Sy 0 .53 = D%e. Hier ist § € R/nZ der Winkel von ¢3 zu f5. Man sieht, dass
0= #, z.B. wie folgt: nach dem Drehen von ¢35 um /2 wird sie zu ¢; parallel, nach

dem anschliessenden Drehen um /2 wird sie zu f2 parallel.

1

v/2 v/2

SIS

P
0 N 7

/P

I €

Abbildung 2.3: Die iibrigen Félle der Proposition 2.18.

Fiir den Fall ¢ 4+ ¢ = 0(mod27), sowie fiir die Komposition von Drehung mit Trans-
lation siehe Abb. 2.3. O

Proposition 2.19 (Satz von Napoleon). Seien auf den Seiten eines beliebigen Dreiecks
nach aufen requldre Dreiecke konstruiert. Dann bilden die Zentren dieser Dreiecke selbst
ein requldres Dreieck.

Beweis. Bezeichne die Punkte wie abgebildet und betrachte die Komposition von Dre-
hungen DE,OO o D}B%OO.

12



Nach Proposition 2.18 gilt D13° o D20 = DZI0" wobei die Punkte A’, B, C” ein
regulires Dreieck bilden. Wir wollen zeigen, dass C” = C’. Betrachten wir hierfiir das
Bild des Punktes A unter D%%,OO:

DX (4) = D2” o DEY(A) = D2 (C)=B

Der Drehzentrum einer 240°-Drehung, die A auf B abbildet, ist aber C’. Deswegen
C’ = C” und der Satz ist bewiesen. O

Literatur: [Yag62].

2  Ahnlichkeitstransformationen

2.1 Definition

Definition 2.20. FEine bijektive Abbildung f: E® — E" heifit Ahnlichkeitstransformati-
on, wenn es eine Zahl k > 0 gibt, sodass

dist(f(2), f(y)) = k - dist(z, y)

fiir alle x,y € E™ gilt. Die Zahl k heifst der Streckungsfaktor oder Koeffizient der Stre-
ckung.

Bezeichnen wir die Menge aller Ahnlichkeitstransformationen von E" mit Sim(E").

Proposition 2.21. Ahnlichkeitstransformationen bilden eine Gruppe. Auferdem werden
die Streckungsfaktoren bei der Komposition multipliziert.

Beweis. Seien f, g € Sim(E™) Transformationen mit Streckungsfaktoren k, bzw. . Dann
gilt

dist((f 0 g)(@), (f 0 9)(y)) = k- dist(g(z), g(y)) = kl - dist(z, y)
Komposition zweier Ahnlichkeitstransformationen ist also wieder eine Ahnlichkeitstrans-
formation, deren Streckungsfaktor gleich dem Produkt der Streckungsfaktoren der Kom-
posanten ist.

Es bleibt zu zeigen, dass id eine Ahnlichkeitstransformation ist, und mit jedem f e
Sim(E"™) auch f~! e Sim(E"). O

13



Beispiel 2.22. 1. Die zentrische Streckung Z% mit Zentrum P und Koeffizienten k.
Bei k£ = —1 kann man ZISI als die Punktspiegelung beziiglich P definieren.

2. Die Drehstreckung in der euklidischen Ebene
ZD%? = 7% o D%

Beachte, dass
ZDpM? = 2Dt

Deswegen sind die zentrischen Streckungen mit negativen Faktoren iiberfliissig.

Definition 2.23. Sei f € Sim(E™) mit dem Streckungsfaktor k. Definiere den signierten
Streckungsfaktor von f als

() k, wenn [ orientierungserhaltend ist
—k, wenn f orientierungsumkehrend ist

Den Streckungsfaktor im Sinne der Definition 2.20 bezeichnen wir mit |s|(f) = |&(f)].
Propositionen 2.10 und 2.21 haben nun zur Folge

Korollar 2.24. Bei der Komposition zweier Ahnlickeitstransformationen werden ihre
signierten Streckungsfaktoren multipliziert:

K(fog) = k() K(g)
Mit anderen Worten ist die Abbildung
k: Sim(E") — R\{0}

ein Homomorphismus (wobei die R\{0} als Gruppe beziiglich Multiplikation betrachtet
wird).

Beachte, dass eine Punktspiegelung der Ebene orientierungserhaltend ist (sie ist Dre-
hung um 180°), wihrend eine Punktspiegelung des Raumes orientierungsumkehrend ist
(sie ist Drehspiegelung mit Drehung um 180°).

1 flir n =2
k(ZpH) =47
(Zp) {—1, flir n =3
Diese Diskrepanz ist noch ein Grund, zentrische Streckungen mit negativen Faktoren
nicht als solche zu bezeichnen.
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2.2 Klassifikation der Ahnlichkeitstransformationen

Satz 2.25. Jede Ahnlichkeitstransformation der euklidischen Ebene ist entweder eine
Isometrie oder Drehstreckung oder Streckspiegelung.

Eine Streckspiegelung ist Komposition einer zentrischen Streckung mit Spiegelung
an einer Geraden durch das Streckungszentrum.

Lemma 2.26. Sei f eine Ahnlichkeitstransformation mit dem Streckungsfaktor |k|(f) #
1. Dann hat f einen Fizpunkt: es existiert x € E™ mit f(x) = x.

Beweis. Wenn |k|(f) < 1, dann ist f kontrahierend:
dist(f(z), f(y)) < k- dist(x,y) mit k < 1

Da der metrische Raum E” vollsténdig ist, hat f einen Fixpunkt (der Fixpunktsatz fiir
kontrahierende Abbildungen).

Wenn |s|(f) > 1, dann ist f~! kontrahierend. Ein Fixpunkt von f~! ist auch Fix-
punkt von f. O

Lemma 2.27. Sei f € Sim(E"), und sei P € E". Dann kann f als Komposition (in be-
liebiger Reihenfolge) von einer Streckung mit Zentrum P und einer Isometrie dargestellt
werden:

3k € Rog, g,helsom(E"): f=2Z%og=hoZk

Beweis. Man setze k gleich dem Streckungsfaktor von f und betrachte die Kompositio-
nen leg/ Fo fund fo leg/ ¥ Beide sind Ahnlichkeitstransformationen mit Streckungsfak-
tor 1, wegen der Proposition 2.21, und das heifit Isometrien. ]

Beweis des Satzes 2.25. Wenn |k|(f) = 1, dann ist f eine Isometrie. Wenn |k|(f) # 1,
dann hat f nach Lemma 2.26 einen Fixpunkt P. Nach Lemma 2.27 gilt f = Z]’% og,
wobei g eine Isometrie ist. Dann

g(P) = z4*(f(P)) = z*(P) = P

also ist P ein Fixpunkt von g. Die einzigen Isometrien mit Fixpunkten sind Drehun-
gen und Geradenspiegelungen. Wenn ¢ eine Drehung ist, dann ist das Drehzentrum ihr
einziger Fixpunkt. Folglich

f=2poDf

d.h. f ist eine Drehstreckung. Wenn ¢ die Spiegelung an einer Geraden ¢ ist, dann gilt
P €/, denn alle Fixpunkte von g liegen auf £. Also

f=2%0S, mit Pet

d.h. f ist eine Streckspiegelung. O
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2.3 Komposition von Drehstreckungen

Satz 2.28. Komposition zweier Drehstreckungen ist entweder eine Drehstreckung oder
Translation. Die Drehwinkel addieren sich, und die Streckungsfaktoren multiplizieren sich
bei der Komposition.

ZDg"erw, wenn ¢ + 1 # 0(mod27) oder kl # 1

ZD? 0 ZDgy =
T, wenn ¢ + 1 = 0(mod27) und kl =1

Spaeter wird ein kurzer analytischer Beweis gegeben. Im Spezialfall der “reinen”
Drehungen ist uns dieser Satz bekannt (Proposition 2.18).
Geben wir jetzt einen neuen Beweis des Satzes von Napoleon.

Beweis der Proposition 2.19. Betrachten wir die folgende Komposition zweier Drehstre-
ckungen

L 300 200
fi=2ZDY*" o zDY>

Nach dem Satz 2.28 ist f eine Drehung um 60°. Zeigen wir, dass der Drehzentrum von
f der Punkt C’ ist. In der Tat,

L 30°
f(C)y=2zZD (") =

wobei C” die dritte Ecke des reguliren Dreiecks auf der Seite AB ist. Da das Drehzentrum
der einzige Fixpunkt einer nichttrivialen Drehung ist, ist C’ das Zentrum der Drehung
f- Nun bemerken wir

o

/ 7530 /
fan - 205" () - B
Das heifit, A’C’ = B’C’ und LA'C'B’ = 60°. Also ist A’B’'C’ ein reguléires Dreieck. []

2.4 Dilatationsgruppe

Definition 2.29. FEine Ahnlichkeitstransformation von E™ heifst Dilatation, wenn sie
als Komposition von zentrischen Streckungen und Translationen dargestellt werden kann.

Bezeichnung fiir die Menge aller Dilatationen: Dil(E™).
Proposition 2.30. Die Menge aller Dilatationen ist eine Gruppe.
Beweis. Nach der Definition sind die Dilatation alle moglichen Kompositionen
f=a10---oap

wobei jede Abbildung a; entweder zentrische Streckung oder Translation ist. Daraus folgt
unmittelbar, dass Komposition zweier Dilatationen auch eine Dilatation ist.
Das Inverse einer Dilatation ist

-1 _ -1 -1
f _amo...oal
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Weil das Inverse jeder zentrischen Streckung eine zentrische Streckung und das Inverse
einer Translation eine Translation ist, ist f~! eine Dilatation.

Schliefflich ist die Identitédt Komposition von Null Translationen; oder, wenn man
will id = T, o T_,,. O

Uberhaupt, wenn man fiir eine Teilmenge A < G alle moglichen Produkte von Ele-
menten aus A und von ihren Inversen nimmt, dann erhilt man eine Untergruppe von G.
Diese Untergruppe heifit von der Menge A erzeugt.

Beispiel 2.31. 1. Spiegelungen an Geraden (bzw. and Ebenen) erzeugen die Isome-
triegruppe von E? (bzw. von E3).

2. Drehungen und Translationen erzeugen die Gruppe der eigentlichen Isometrien von
E”, n = 2,3. Man kann zeigen, dass auch Drehungen allein dafiir ausreichen.

3. Transpositionen erzeugen die endliche Permutationgruppe. Die 3-Zykel erzeugen
die Gruppe der “geraden” Permutationen.

4. Zentrische Streckungen mit einem festen Zentrum Fy und die Isometrien erzeugen
die Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen (siche Lemma 2.27).

Satz 2.32. Jede Bijektion von E™ (n = 2,3), die Kollinearitit der Punkte erhdlt und
jede Gerade auf eine zu thr parallele Gerade abbildet, ist eine Dilatation.

Literatur: [Yag68].

3 Affine Raume und Abbildungen

3.1 Punkt plus Vektor, Punkt minus Punkt

Erinnerung: Eine Menge A heifit affiner Raum mit dem zugehérigen Vektorraum V|
wenn die additive Gruppe V auf A transitiv und frei wirkt. Mit anderen Worten, man
hat eine Abbildung

AxV - A (p,v)—>p+wv

(genannt “Abtragen des Vektors v vom Punkt p”), die die folgenden Bedingungen erfiillt:
1. fur allepe A, v,we V gilt

p+v)+w=p+ (v+w)

2. die Abbildung
I,V > Av—p+uwv

ist bijektiv fiir alle p € A.
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Proposition 2.33. Sei A ein affiner Raum mit dem zugehorigen Vektorraum V. Dann
definiert die Regel

p+Dp.q) =q
eine Abbildung D: A x A — V mit den folgenden Figenschaften:

1. fiir jedes p € A ist die Abbildung
D(p,-): q— D(p,q)
bijektiv;
2. fiir alle p,q,r € A gilt
D(p.q) + D(q,r) = D(p,7)
Beweis. Wir haben

p+D(p,q) =q< q=1,(D(p,q) < D(p,q) = I, ' (q)

Bei der zweiten Aquivalenz wird benutzt, dass die Abbildung I, bijektiv ist. Also ist
D(p, q) eindeutig und wohl definiert. Dasselbe Argument zeigt, dass D(p,-) = I, L. Folg-
lich ist D(p, -) eine Bijektion. Schliesslich, folgt aus der Definition von D und der ersten
Eigenschaft des Abtragens

p+ (D(p,q) + D(g,7)) = (p+ D(p,q)) + D(q,r) = g+ D(g,7) =7
Aus p +v = r folgt v = D(p,r), deswegen gilt D(p,q) + D(q,r) = D(p,r). O

Abbildung D mit zwei Eigenschaften wie in Proposition 2.5 kann als alternative
Definition einer affinen Struktur benutzt werden.

Die geometrische Bedeutung von D(p, ¢) ist unmittelbar: es ist “der Vektor von p zu
q”. Das motiviert die folgenden Bezeichnungen.

D(p,q) =:pg=:1q—1p (2.2)

Man kann zeigen, dass die Gruppenwirkungseigenschaft (p + v) + w = p + (v + w) die
Rechenregel
(g+w)—(p+v)=(¢—p)+(w—v) usw.

impliziert.

3.2 Linearkombination von Punkten?

Vektoren eines Vektorraumes konnen mit Skalaren multipliziert und miteinander addiert
werden:
Av, v+ w

Das erlaubt uns, beliebige Linearkombinationen » ", A\;v; zu bilden. Fir die Punkte
eines affinen Raumes sind weder Skalarmultiplikation Ap noch die Summe p+ ¢ definiert.
In zwei Spezialfillen kénnen wir allerdings einer Linearkombination von Punkten eine
Bedeutung geben.
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Definition 2.34. Seienpy,...,pm € A Punkte eines affinen Raumes, und seien Ay, ..., Ay €
R reelle Zahlen mit Y~ \i = 0. Man definiere

AMp1L+ .o+ AnDm =M D(p,p1) + ...+ A D(p,pm) €V

fiir einen beliebigen Punkt p € A.
Aufgabe 2.35. Zeige, dass bei Y, \; = 0 der Vektor

von der Wahl des Punktes p € A unabhdingig ist, und daher ), \ip; wohldefiniert.
Zeige auferdem, dass bei Y, A; = 0 und Y}, i = 0 gilt

m m m

Z Aipi + Z Wipi = 2()\1‘ + Wi)pi

i=1 i=1 i=1
Insbesondere gilt

Mp1+ o+ AmDm = X D(p1,p2) + -+ + A D(p1, Dm)

Ein Spezialfall davon ist po — p1 = D(p1,p2), deswegen ist Definition 2.34 mit der Be-
zeichnung (2.2) vertraglich.

Definition 2.36. Seien p1,...,pm € A Punkte eines affinen Raumes, und seien Ay, ..., Ay €
R reelle Zahlen mit 3" \i = 1. Man definiere

AMp1 4 4 Apm = p+ M D(p,p1) + - A D(p,pm) € A

fir einen beliebigen Punkt p € A. Der resultierende Punkt heifst affine Kombination von
Punkten p1,...,pm mit Koeffizienten A1, ..., A\m,.

Aufgabe 2.37. Zeige, dass die affine Kombination von Punkten wohldefiniert ist.

3.3 Affine Abbildungen: Definition

Definition 2.38. FEine Abbildung f: A — B zwischen zwei affinen Raumen heifit affin,
wenn

FOup1 + - Anpm) = A f(01) + - + A f (Pm) (2.3)

fur alle affinen Kombinationen gilt.

Beispiel 2.39. Die folgenden Abbildungen sind affin:
1. Translation T,: p — p + v;
2. Konstante Abbildung p — pq fiir ein festes po;

3. Zentrische Streckung Z% : p — po + k(p — po)
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Proposition 2.40. Eine Abbildung f ist genau dann affin, wenn

fQp+ (1 =XNg) =Af(p) + 1= AN)f(q) (2.4)
fiir alle Punkte p,q und alle \ € R.

Beweis. Gleichung (2.4) ist ein Spezialfall von (2.3) fiir m = 2, also (2.3) = (2.4).

Aus (2.4) folgt (2.3) mit Induktion. Bei m = 1 ist (2.3) trivial, bei m = 2 ist sie
aquivalent zu (2.4). Fur den Induktionsschritt wéhle ein \; # 1 (alle A\; konnen nicht
gleich 1 sein); oBdA sei \; # 1. Dann verwende

A2 Am
f()\1p1+...+)\mpm)_f</\1p1+(1—)\1) (1_>\1 +...+1_>\1>)

O]

Definition 2.41. FEine bijektive affine Abbildung eines affinen Raumes auf sich selbst
heifst Affinitdt oder affine Transformation.

Bezeichnung fiir die Menge aller Affinitdten:
Affin(A) :=={f: A— A| f affin und bijektiv}
Proposition 2.42. Affinititen bilden eine Gruppe.

Beweis. Klar. O

3.4 Affine Hiille und affine Abhangigkeit

Definition 2.43. Die affine Hiille einer endlichen Menge der Punkte im affinen Raum
ist die Menge all ihrer affinen Kombinationen:

aff{p1,...,pm} = (> Aipi | D)X = 1}
=1 7

Beispiel 2.44. Die affine Hiille zweier verschiedenen Punkte p und ¢
aff{p, ¢} ={Ap+ (L -=ANg|AeR} ={qg+Ap—q) [ AR}

heifit die Gerade durch p und q.

4

[ =}

2p+3q 29 —p

Abbildung 2.4: Affine Kombinationen Ap + (1 — \)gq.
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Der Punkt Ap+ (1 — A)q teilt die Strecke [p, ¢] im Verhéltnis (1—X\) : A. Bei A ¢ [0, 1]
liegt dieser Punkt auerhalb der Strecke, siche Abb. 2.4. Fir » = Ap + (1 — A)¢ konnen
wir aus

pr=Ap+(1-XNg—p=(10-X(g—p)
TG=q— Ap+(1-XNg=X\g—p)
das Teilungsverhaltnis berechnen:
@ 1=
¢ A

Proposition 2.40 kann jetzt wie folgt umformuliert werden:

Eine Abbildung A — B zwischen zwei affinen Rdumen ist genau dann affin,
wenn sie Geraden auf Geraden abbildet und die Teilungsverhéltnisse erhalt.

Definition 2.45. Die Punkte {p1,...,pm} heiffen affin abhéngig, wenn eine nichttriviale
affine Kombination von ihnen gleich Null ist:

W, Am €R 1 YA =0, Y Nipi = 0€ V und nicht alle A; =0

Proposition 2.46. Die drei folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Punkte {p1,...,pm} sind affin abhingig;

2. Einer der Punkte {p1,...,pm} kann als affine Kombination von den anderen dar-
gestellt werden;

3. Vektoren pas — p1,...,0m — p1 sind linear abhdngig.
Beweis. Aufgabe. ]

3.5 Baryzentrische Koordinaten

Definition 2.47. Die Punkte pi,...,pm bilden eine Basis von A, wenn sie affin unab-
héingig sind und A aufspannen: aff{p1,...,pm} = A.

Satz 2.48. Wenn der zugehorige Vektorraum V eines affinen Raums A endlichdimen-
sional ist, dann hat A eine Basis. Wenn dim V' = n, dann besteht jede affine Basis von
A aus n+ 1 Punkten.

Beweis. eq,...,e, eine Basis von V, dann p,p + e1,...,p + e, Basis von A
Do, - - -, pm affine Basis, dann p; — py, ..., pm — po Basis von V' 0

Unter Dimension eines affinen Raums verstehen wir die Dimension des zugehorigen
Vektorraums. Eine affine Basis von A besteht demzufolge aus dim A + 1 Punkten.
Die Darstellung jedes Punktes als affine Kombination der Basispunkte ist eindeutig.
In der Tat, aus
AoPo + ++ + AaDm = HoPo + - + fnDn

wiirde folgen (Ao — po)po + -+ + (An — tn)pn = 0, d.hr. po, ..., p, wiren affin abhéngig.
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Definition 2.49. Sei po, ..., pn eine affine Basis. Die Koeffizienten einer affinen Kom-
bination
p =) \ipi
i

heifsen die baryzentrischen Koordinaten von p beziglich der Basis (po,p1,---,Pn)-

Baryzentrische Koordinaten werden so genannt, weil der Punkt ). \;p; das Baryzen-
trum der Punkte p; mit Massen A; ist. Vgl. den Punkt %p + %q auf Abb. 2.4. Der Punkt
p; hat Koordinaten (0,...,1,...,0) mit der 1 auf der i-ten Stelle (gezahlt wird ab Null).

Satz 2.50 (Satz von Ceva). Seien A', B',C’ Punkte auf den Seiten BC, CA, AB eines
Dreiecks.

Dann schneiden sich die Geraden AA’, BB', CC’ in einem Punkt genau dann, wenn

ac’ A CF

C'B AC B'A
Allgemeiner, Punkte A’, B', C" diirfen auf den Geraden BC, CA, AB auferhalb der
Seiten des Dreiecks liegen.

(2.5)

Beweis. Seien P = (A1, A2, A3) die baryzentrischen Koordinaten von P beziiglich der
Basis (A, B, (). Die Gerade AP besteht aus den Punkten

aff{A, P} = {(1 —1)(1,0,0) + t( 1, A2, As) | t € R}

Punkte auf der Geraden aff{ B, C'} haben die erste Koordinate gleich 0. Daraus berechnen

e A A A A
A/: 2 3 _ 2 3
(0’1—)\171—)\1 0’)\24-)\37/\2-1-)\3

D.h. A = 2B + 234 C und folglich

T datA3
BA" )3 AC" N CB X\
= = ), und analog —_— = , _ = —
A'C M C'B M BA X

Daraus folgt die Gleichung (2.5).
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Umgekehrt, wenn (2.5) gilt, dann sei P der Schnittpunkt der Geraden AA" und BB'.
Aus dem bereits Bewiesenen folgt, dass fiir den Schnittpunkt C” der Geraden C'P und
AB ebenfalls die Gleichung (2.5) gilt (mit C” anstelle von C’). Daraus folgt

AC" AC
"B OB

und deswegen C” = C’. Also geht die Gerade C'C’ ebenfalls durch den Punkt P. O

Satz 2.51 (Satz von Menelaus). Punkte A’, B', C" auf den Geraden BC, CA, AB sind
kollinear genau dann, wenn

B

AC' BA CB
C'B AC B'A
Beweis. Aufgabe. O

3.6 Der Hauptsatz der affinen Geometrie

Satz 2.52. Seien A und B affine Riume. Sei (po,...,pn) eine Basis von A und seien
qo, - - - qn beliebige Punkte in B. Dann gibt es genau eine affine Abbildung f: A — B mit

f(pi) = qi fir alle i.
Beweis. Fiir jede affine Abbildung f mit f(p;) = ¢; gilt
p:/\0p0+"'/\npn:>f(p):/\OQO+"'+)\nQn (2'7>

Da jeder Punkt p sich auf eine einzige Weise als affine Kombination von py, ... p, dar-
stellen 1a8t, wird f(p) durch die obige Regel wohldefiniert. O

Korollar 2.53. Die Gruppe Affin(A) wirkt frei und transitiv auf der Menge der affinen
Basen von A.

Beweis. Eine affine Abbildung A — A ist bijektiv genau dann, wenn sie Basen auf Basen
abbildet. Deswegen wirkt Affin(A) auf der Menge aller affinen Basen. Nach dem Satz
2.52 ist diese Wirkung transitiv und frei. O
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Die folgende Aussage wird auch als “Hauptsatz der affinen Geometrie” bezeichnet:

Eine bijektive Abbildung zwischen zwei reellen affinen Rdumen der Dimen-
sion > 2, die Geraden auf Geraden abbildet, ist affin.

4 Affine Raume vs. Vektorraume

4.1 Koordinatensysteme in affinen Raumen
Bijektion
I,V ->A v—p+vw

und ihre Inverse
IV:A>V, ¢q—D(p,-)=q-p

identifizieren den affinen Raum A mit dem Vektorraum V. Etwas informell ausgedriickt,
Affiner Raum mit einem ausgezeichneten Punkt ist ein Vektorraum.

(Noch informeller: Affiner raum ist ein Vektorraum, wo man die Position des Nullvektors
vergessen hat.)

Ist B = (ej,...,e,) eine Basis von V, so konnen wir jeden Vektor v € V' beziiglich
dieser Basis zerlegen:

V=x1€1 + - Tpep

Die Abbildung
Kp: V->R" v (21,...,2)

ist ein Vektorraumisomorphismus, das heifit
Endlichdimensionaler Vektorraum mit einer ausgezeichneter Basis ist R".

Um einen endlichdimensionalen affinen Raum A mit R™ zu identifizieren, muss man
also einen Koordinatenursprung p € A und eine Basis B in V' wéhlen. Die resultierende
Bijektion bezeichnen wir

Kpp:=Kpgol, ': A—>R" (2.8)

Sie bildet jeden Punkt ¢ auf die Koordinaten des Vektors ¢ — p in der Basis B.

4.2 Koordinatendarstellung affiner Transformationen
Die Bijektion 2.8 assoziiert mit jeder Abbildung f: A — A eine Abbildung
KypofoK, 5:R"—R"

Nennen wir diese Abbildung Darstellung von f im Koordinatensystem (p, B).
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Satz 2.54. Jede affine Abbildung f: A — A hat in jeder Koordinatensystem die Dar-
stellung der Form
x> Mx+b, MeR" beR"

Die Abbildung f ist bijektiv genau dann, wenn det M # 0.

Lemma 2.55. Sei f: A — A affin mit f(p) = p. Dann ist die Abbildung
Iljlofofp:V—>V

linear.

Beweis. Es gilt
Lo foly(v) =1 o f(p+v) = flp+v) —p

und wir miissen zeigen

flp+v+w)—p=(flp+v)—p)+ (flp+w)—p) (2.9)
flp+2v) —p=Af(p+v)—p) (2.10)

Beweis von (2.9):
flp+v)+ flp+w)—flp+v+w)=f(p+v)+(p+w)—(p+tv+w))=f(p)=p

(die erste Gleichung gilt, weil f affin ist). Beweis von (2.10):

flp+ ) = Af(p+v)+Ap=f(p+ ) = Af(p+v) + Af(p)
= f((p+ ) =Ap+v)+Ap) = f(p) =p

O
Lemma 2.56. Sei f: A — A affin, p € A beliebig. Dann existiert v € V, sodass
f=Tyog und g(p) =p
Beweis. Setze v = f(p) —p und g = T_, o f. Dann
9(p) = (T 0 )(P) = Tp— ) (f(P)) = p
und f=T"log="T,og. O

Beweis des Satzes 2.54. Nach Lemma 2.56 gilt f = T, o g mit g(p) = p. Nach Lemma
2.55 entspricht g einer linearen Abbildung V' — V. Jede lineare Abbildung hat in Koor-
dinaten beziiglich einer beliebigen Basis die Form x — Mz mit einer (n x n)-Matrix M.
Schliefllich hat die Abbildung T}, in Koordinaten die Form x — = + b, wobei (b1, ..., by)
die Koordinaten des Vektors v sind.

Mit mehr Formalitat sieht das Argument wie folgt aus. Die Darstellung von f im
Koordinatensystem (p, B) erfolgt in zwei Schritten:
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e zuerst “Vektorisierung” f':=I; 1o fol,: V - V;
e dann “Koordinatisierung” f” := Kgo f' o Kz': R" — R"
Im ersten Schritt haben wir
f :Iz;lofofp = (IgloTvOIp)o(Iglogolp)

Die Abbildung I, Yogol,: V — V ist linear nach Lemma 2.55, und die Abbildung
I; LoT,o I, ist die Translation w +— w + v im Vektorraum V. Insgesamt gilt

f(w) = L(w) + v

mit einer linearen Abbildung L: V — V. Die Koordinatisierung von f’ ergibt die Formel
x— Mx +b.
Zum Kriterium der Bijektivitat von f:

f bijektiv < g bijektiv < L bijektiv < det M # 0
O

Eine affine Abbildung f: A — B kann ebenfalls nach einer Wahl von Koordinaten-
systemen in A und B in der Form

R" - R™, x> Mz +b

dargestellt werden (mit einer m x n-Matrix M und b € R™). Wahlt man das Bild
f(p) € B des Koordinatenursprungs p € A zum Koordinatenursprung von B, so entféllt
der konstante Term, und die Abbildung hat die Form = — M.

4.3 Allgemeine affine Gruppe und allgemeine lineare Gruppen

Sei A ein n-dimensionaler reeller affiner Raum. In den vorigen Abschnitten haben wir ge-
zeigt, wie man A mit R” identifiziert, und wie das zu Identifikation der Gruppe Affin(A)
mit der Menge GL(n) x R™ fiihrt. Was fiir Gruppenstruktur entsteht aber auf der Menge
GL(n) x R™?

Seien fi(x) = Mix + by und fa(x) = Max + by zwei affine Abbildungen. Dann

fl o fg(l‘) = Ml(MQ.T + bg) + bl = (MlMQ)I + (bl + Mlbg)
Das fithrt zu der folgenden Definition.

Definition 2.57. Die n-dimensionale allgemeine affine Gruppe st
GA(n) := GL(n) x R"
mit der Gruppenmultiplikation

(Ml,bl) * (Mz,bg) = (MlMg,bl + Mle) (2.11)
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Man braucht nicht zu priifen, dass die Regel (2.11) die Eigenschaften der Gruppen-
multiplikation hat. In der Tat, wir wissen, dass diese Regel der Komposition der affinen
Transformationen entspricht.

Proposition 2.58. Die Abbildung

GA(n) - GL(n +1), (M,b) (]‘04 ’;)

bildet GA(n) isomorph auf eine Untergruppe von GL(n + 1).

Beweis. Die Abbildung ist offenbar injektiv. Sie ist ein Homomorphismus weil die Mul-
tiplikation solcher Blockmatrizen

My by My by . MMy Miby + by
0 1 0o 1) 0 1
der Regel (2.11) folgt. O

Die Gruppenmultiplikation (2.11) ist ein Spezialfall der folgenden allgemeinen Kostruk-
tion.

Definition 2.59. Seien G und H Gruppen, und sei p: G — Aut(H) eine G-Wirkung
auf H durch Automorphismen. Das semidirekte Produkt G' x, H wird durch die Grup-
penoperation

(g1, 1) * (92, h2) == (9192, h1 - ¢(g1)(h2)) (2.12)
auf der Menge G x H definiert.

Beachte, dass sogar die Assoziativitdt der Operation (2.12) nicht offensichtlich ist.
Semidirektes Produkt mit ¢ = id ist das iibliche direkte Produkt der Gruppen.

Der Vergleich der Formeln (2.12) und (2.11) zeigt, dass GA(n) = GL(n) x R™ mit der
Wirkung von GL(n) auf der additiven Gruppe R™ durch Matrix-Vektor Multiplikation.

4.4 Affine Unterraume von Vektorraumen

Man kann auf natiirliche Weise einen affinen Unterraum in einem affinen Raum definie-
ren, als eine beziiglich der affinen Kombinationen abgeschlossene Teilmenge.

Man kann aber auch affine Kombinationen von Vektoren in einem Vektorraum defi-
nieren als Linearkombinationen mit der Koeffizientensumme 1.

Definition 2.60. Eine Teilmenge L < V heifit affiner Unterraum von V, wenn mit
allen vi,...,vym € L auch jede affine Kombination

MU+ AU, AL+ A =1

in L liegt.
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Insbesondere ist jeder Untervektorraum auch ein affiner Unterraum. Aber auch jede
Gerade oder Ebene in R?, die nicht durch den Ursprung geht, ist ein affiner Unterraum
von R3.

Proposition 2.61. Sei L ¢ V ein affiner Unterraum eines Vektorraums. Dann gibt es
ein p € V und ein Untervektorraum U c V| sodass

L=p+U:={p+v|velU}

Beweis. Sei
U= {ZM% |pieL, ) \i= 0}

Dann ist es leicht zu zeigen, dass U ein Untervektorraum von V ist. Sei p € L beliebig.
Ebenso leicht ist es, beide Inklusionen p + U < L und p + U > L zu beweisen. O

Proposition 2.62. Affine Unterrdume von R™ sind genau die Losungsmengen von li-
nearen Gleichungssystemen.

Beweis. Sei M eine m x n-Matrix und sei b € R”. Dann ist die Losungsmenge von
Mz + b = 0 beziiglich affiner Kombinationen abgeschlossen, weil fiir beliebige Losungen

T1y...,Tm € R™ gilt

sobald >}, \; = 1.

Umgekehrt, sei L < R" ein affiner Unterraum. Nach der Proposition 2.61 ist L = p+
U. Wie wir wissen, ist jeder Untervektorraum von R" die Losungsmenge eines homogenen
linearen Gleichungssystems. Sei also U = {x € R" | Mz = 0}. Dann gilt

L={zeR"| Mz +b=0}

mit b = —Mp. O

4.5 Jeder affine Raum ist ein affiner Unterraum

Jeder affine Raum A kann als affiner Unterraum eines Vektorraums dargestellt werden.
Wir beschreiben zwei Konstruktionen.
Konstruktion 1. Wiéhle eine affine Basis py,...,p, von A und betrachte formale Li-
nearkombinationen A\gpg + - + Anpn. Solche Kombinationen kénnen addiert und mit
Skalaren multipliziert werden, dabei erfiillen diese Operationen alle Vektorraumaxiome.
Das gibt uns einen Vektorraum V. Die Elemente Po, - - - , Pn. bilden eine Basis von V, und
A c V ist die affine Hyperebene {\g + --- + A, = 1}.

Fin Nachteil dieser Konstruktion ist, dass sie “nicht invariant” ist, da sie von der
Wahl einer Basis von A abhéngt.

Konstruktion 2. Sei V der dem A zugehorige Vektorraum. Setze
Vi=(R\{0} x A)uV
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Abbildung 2.5: Darstellung jedes affinen Raums als affiner Unterraum.

Es gibt also zwei Sorten von Elementen in V: Paare (A, p) mit A € R\{0} und Elemente
v von V. (Wir schreiben im Folgenden (v) € V' um sie von v € V' zu unterscheiden.) Wir
definieren die Multiplikation mit Skalaren als

(A, p)  wenn A # 0

A ) :: )
(,7) {OEV wenn A =0

Die Addition zweier Elemente von V ist definiert als

(A—l—u,ﬁp—i—ﬁq) wenn A\ + pu # 0

(Ap) + (1, q) = {()\(p—q)) wenn A+ p =0

und

Ap)+ () = (Ap+ A1), (v) + (w) = (v +w)
Diese Konstruktion ist invariant, die Uberpriifung der Vektorraumaxiomen ist aber auf-
wéandig. Siehe Abb. 2.5 zur Illustration.

Wir kénnen nun immer, wenn wir iiber einen n-dimensionalen affinen Raum sprechen,
sich eine Hyperebene L in R™*! vorstellen, die nicht durch den Nullpunkt geht. Diese
Hyperebene hat keinen ausgezeichneten Punkt. Der auf ihr frei und transitiv wirkender
Vektorraum ist die zu ihr parallele Hyperebene V' durch 0.

Es gibt zwei bequeme Wahlmoglichkeiten fiir die Hyperebene L. Die erste ist

Li={zeR" |2+ - 42,=1}

Dann ist eg, ..., e, eine affine Basis fiir L, und die gewdhnlichen Koordinaten in R?*!
sind die baryzentrischen Koordinaten auf L. Die zweite Moglichkeit:

L:={zeR" |zy=1}
fiihrt zu der folgenden Interpretation der Proposition 2.58.

Affine Transformationen der Hyperebene L = {zg = 1} < R"*! sind die
Einschrankungen von denjenigen der linearen Automorphismen f € GL(n +
1), welche L auf sich selbst abbilden.
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Dafiir schreiben wir die Koordinate g nach den Koordinaten x1,...,x,. Dann besteht
L aus den Vektoren der Form (x,1)" und wir haben

M b\ (z\ (Mz+b
0 1)\1) 1
Ausserdem hat jede Matrix, die {x¢ = 1} in sich selbst abbildet, diese Form.

4.6 Parallelprojektion zwischen affinen Unterraumen

Sei L ¢ V ein affiner Unterraum eines Vektorraums. Ein Untervektorraum W < V heifit
komplementdr zu L, falls V. = U @ W gilt, wobei U der zu L parallele Untervektor-
raum ist: L = p + U. Beachte: zu jedem nichttrivialen (nicht {0} und nicht ganz V)
Untervektorraum gibt es viele unterschiedliche komplementéren Untervektorraume.

Definition 2.63. Die Parallelprojektion auf L entlang W bildet jeden Punkt x € V auf
den einzigen Schnittpunkt von x + W mit L:

VL Ar)(x)}=@+W)nL

Aufgabe 2.64. Zeige, dass die Parallelprojektion wohldefiniert und eine affine Abbil-
dung ist.

Aufgabe 2.65. Scien L,L' < V zwei affine Unterrdume der gleichen Dimension, und
set W < V' ein Untervektorraum, der komplementdr zu den beiden ist. Zeige, dass die
FEinschrankung

ﬂ'EV: L' - L
bijektiv ist.

Ein wichtiger Spezialfall ist die Parallelprojektion zwischen zwei Hyperebenen. D. h.
wir setzen dim L = dim L' = dim V —1 voraus und projizieren entlang eines 1-dimensionalen
Untervektorraums W.

Satz 2.66. Jede Affinitit kann als Komposition von Parallelprojektionen dargestellt
werden. Ndmlich, wenn L c V' eine Hyperebene ist, dann existieren fir jede Affinitdt f
Hyperebenen L+, ..., L, und Geraden Wy, W1, ..., W, sodass die Komposition

Vo s Wn—1 W

L L T
L5 1L 3L L "> L, -~

_—> 1 _—> 2 _— > ... —> n—1 —> n —>

gleich der Abbildung f ist.
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5 Orthogonalgruppe und Gruppe der euklidischen Isome-
trien

5.1 Skalarprodukt und Standardskalarprodukt

Definition 2.67. Eine symmetrische Bilinearform auf einem Vektorraum V ist eine
Abbildung

B:VxV >R

mit den Eigenschaften
1. B(v,w) = B(w,v) (Symmetrie)
2. B()\l’Ul + Aouo, U]) = )\13(’01,’[[}) + )\QB(UQ,w)

(Beachte, dass aus der Linearitdt im ersten Argument auch Linearitit im zweiten Argu-
ment folgt.)
Die Form B heif$t positiv definit, wenn

B(v,v) >0 fir alle v # 0

Eine positiv definite Bilinearform wird auch Skalarprodukt genannt. Auf einem Vek-
torraum gibt es viele unterschiedliche Skalarpodukte!

Ein mit einem Skalarprodukt ausgestatteter Vektorraum heifit euklidischer Vektor-
raum.

Im Vektorraum R™ gibt es den Standardskalarprodukt

{r,y)y =x1y1 + -+ + Tp¥n (2.13)

Die folgende Aussage zeigt, dass jeder euklidischer Vektorraum zum R"™ mit Standards-
kalarprodukt isomorph ist.

Satz 2.68. In jedem euklidischen Vektorraum gibt es eine orthonormale Basts, d.h. eine
Basis (eq,. .., e,) mit

1, wenni=j

0, wenni#j

Blei, ;) = {

Beweis. Man nimmt eine beliebige Basis und wendet den Gram-Schmidt Orthogonali-
sierungsverfahren an. O

Aus der Bilinearitat von B folgt, dass B(z,y) die Form (2.13) hat, wenn x und y die
Koordinaten beziiglich einer orthonormalen Basis sind.
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5.2 Die Orthogonalgruppe

Definition 2.69. FEine lineare Abbildung f: R™ — R™ heiffit orthogonal, wenn sie die
Skalarprodukte erhdlt:

(f(@), f(y)) = <x,y) fir alle z,y € R

Satz 2.70. FEine lineare Abbildung f: R™ — R" ist genau dann orthogonal, wenn eine
der folgenden dquivalenten Aussagen gilt:

1. f bildet jede Orthonormalbasis auf Orthonormalbasis;
2. f bildet die Standardbasis auf eine Orthonormalbasis;

3. die Spalten der die Abbildung f darstellenden Matriz M bilden eine Orthonormal-
basis;

4. MTM = E,
5. die Zeilen von M bilden eine Orthonormalbasis.

Es folgt, dass jede orthogonale Abbildung invertierbar ist: M ~' = M. Die Ortho-
gonaltransformationen bilden eine Gruppe (das folgt direkt aus der Definition, oder aus
der Beschreibung M "M = E,,). Diese Gruppe wird die Orthogonalgruppe genannt und
wie folgt bezeichnet:

O(n):={MeR"™ | M'M = E,}

Aus M"M = E, folgt det M = +1. Die Orthogonalmatrizen mit Determinante 1
bilden die spezielle Orthogonalgruppe und werden bezeichnet mit

SO(n) := {M eRV™ | M'M = E,,det M = 1}

Beispiel 2.71. 1. Die Matrix

D, [Cos¢¥ —sing (2.14)
£ \sing  cosp '

gehort zu SO(2). Die Abbildung 2 — Mz ist die Drehung um Winkel ¢.

)

gehort zu O(2) aber nicht zu SO(2). Das ist die Matrix der Spiegelung an der
x-Achse.

2. Die Matrix
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5.3 Euklidische affine Raume und Isometrien

Ein affiner Raum, dessen zugehdriger Vektorraum mit einem Skalarprodukt ausgestattet
ist, heifit euklidischer affiner Raum. Finen n-dimensionalen euklidischen affinen Raum
bezeichnen wir mit E”.

Ein Skalarprodukt erzeugt die Norm durch

[0l := v/ <v,v)

Definition 2.72. Der Abstand zwischen zwei Punkten in einem euklidischen affinen
Raum wird definiert als

dist(p, q) := |p — 4|
Fine Abbildung f: E" — E™ heifit Isometrie, wenn sie die Abstinde erhdlt:

If(p) = f(@ll = llp — q| fir alle p,q

Erinnerung aus Abschnitt 1.1: die Menge aller Isometrien bildet eine Gruppe. Diese
Gruppe wird mit Isom(E") bezeichnet.

Beispiel 2.73. Die Translation T), ist eine Isometrie, denn T, (p) — T, (q) = p — q.

5.4 Isometrien und Orthogonaltransformationen

Satz 2.74. Jede Isometrie eines euklidischen affinen Raums ist eine Affinitat. AufSerdem
ist f € Afin(E™) eine Isometrie genau dann, wenn ihre darstellende Matriz beziiglich
einer (und dann jeder) Orthonormalbasis eine Orthogonalmatriz ist.

Mit anderen Worten, wird E™ mittels eines orthonormalen Koordinatensystems ko-
ordinatisiert, so gilt

Isom(E") = O(n) x R"” € GL(n) x R" = Affin(E")

Beweis. Wahlen wir in E™ einen Basispunkt pg. Dann kann jede Isometrie als Kompo-
sition einer Isometrie mit Fixpunkt py und einer Translation dargestellt werden:

I =Tro)—po ©9>  9(po) = po

Identifizieren wir E” mit einem euklidischen Vektorraum V' durch die Wahl von py zum
Koordinatenursprung. Dann erhalten wir eine Abbildung

gV -V, g):=gpo+v)—po,
die die Norm der Vektoren erhélt:

lg' () = llg(po + v) = poll = llg(po + v) = g(po)ll = || (po + v) — po| = |lv]

Nach Lemma 2.75 und Lemma 2.76 ist ¢’ linear und erhélt Skalarprodukte, also eine
orthogonale Abbildung. Nach Satz 2.70 wird ¢’ in jeder Orthonormalbasis mittels einer
Matrix M € O(n) dargestellt. Aus f = T, o g folgt nun

f(z)=Mz+b

mit b € R" die Koordinatendarstellung von v. O
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Lemma 2.75. Jede Abbildung ¢': V — V', die die Norm erhdlt, erhdlt auch das Skalar-
produkt.

Beweis. Ja, weil das Skalarprodukt durch die Norm ausgedriickt werden kann:

1

w,wy = 5 (|l +yl* = ll=I” = ly[*)
O]
Lemma 2.76. Jede Abbildung ¢': V — V, die die Skalarprodukte erhdlt, ist linear.
Beweis. Seieq,...,e, eine Orthonormalbasis von V. Die Zerlegung eines beliebigen Vek-

tors v € V beziiglich dieser Basis sieht wie folgt aus:
n

v= Z<v7 ei>€i
i=1

Da ¢’ die Skalarprodukte erhélt, ist (¢'(e1),...,4(en)) auch eine Orthonormalbasis.
Deswegen gilt

n

g'(w) = Y {d W), g (ei)g (e5) = Y (v eing(es)
i=1

i=1
Folglich gilt

g (Z Wﬁ) =Y mig (1),
i i
und daraus folgt, dass dass ¢’ linear ist. O

5.5 Die Gruppen O(2) und SO(2)

Satz 2.77. Jede Orthogonaltransformation f € SO(2) ist eine Drehung um den Null-
punkt. Jede Orthogonaltransformation f € O(2)\SO(2) ist die Spiegelung an einer Gera-
den durch den Nullpunkt.

Beweis. Sei f € O(2) und sei M die Matrix von f beziiglich einer Orthonormalbasis.
Dann gilt

M = (Z ccl> mit >+ =1=c+d* ac+bd=0

und jede Matrix mit diesen Eigenschaften reprasentiert eine Orthogonaltransformation.
Aus ac + bd = 0 folgt
c=kb,d=—ka

und aus a® + b> = ¢ + d? folgt k = +1. Beachte auch det M = —k(a? + b?) = —k.
AuBerdem impliziert a? + b = 1 dass

Fp € [0,27m) sodass a = cosp,b = sinp
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Betrachten wir zwei Félle.
1. Fall k = —1 Dann ist M = D,, die Drehmatrix (2.14).

2. Fall k =1 Dann
M — <c9s<,0 sin )
singp —cosp

Das ist die Matrix der Spiegelung an der durch den Vektor (cos Z,sin £) aufgespannten

Geraden. (Beweisen Sie das!) O

Die Matrix der Spiegelung nimmt in einer geeigneten Orthonormalbasis (erster Ba-
sisvektor entlang der Geraden, zweiter senkrecht darauf) die Form

, (10
w0 5)

5.6 Die “fast-Diagonalisierbarkeit” orthogonaler Matrizen

Satz 2.78. Sei f: V. — V eine Orthogonaltransformation eines euklidischen Vektor-
raums. Dann existiert in V' eine Orthonormalbasis, beztiglich welcher die Matrixz von f
die folgende Form hat:

E, 0 0 .. 0
0 —E, .0
0 0 Dy ... 0
0 0 0 ... D,

Hier sind E,, E, die Einheitsmatrizen, und D, die 2 x 2-Drehmatriz (2.14).

Jeder Block Dy, reprisentiert eine Drehung. Die “Drehachse” ist dabei ein Unter-
vektorraum der Dimension n — 2 (Punkt in R?, Gerade in R3). Alle zu der Drehachse
orthogonale Ebenen drehen sich in derselben Richtung um denselben Winkel.

Beachte, dass —Fy = D,.. Folglich kénnen wir eine andere Darstellung geben:

E, 0 0 E, 0 0 ... O
0 D 0 0 -1 ... 0
M= . o ) oder 00 Dy ... 0
00 Do 0 0 0 ... Dy,

Im ersten Fall ist det M = 1, also M € O(n). Im zweiten Fall det M = —1, und —1
auf der Diagonale entspricht der Spiegelung an der zu diesem Basisvektor orthogonalen
Untervektorraum.

Korollar 2.79. Jede eigentliche Orthogonaltransformation ist Komposition von Drehun-
gen in zueinander orthogonalen Ebenen. Jede uneigentliche Orthogonaltransformation ist
Komposition von solcher Drehungen und einer Spiegelung.
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Eine weitere (koordinatenfreie) Beschreibung des Satzes 2.78: Der Raum V' besitzt
eine direkte Summenzerlegung

VZUI@"'@Uerq@Wl@"'@Wm

wobei dim U; = 1, dim W = 2 und f(U;) < U;, f(W;) < W;. Diese Interpetation werden
wir beim Beweis benutzen.

Definition 2.80. Ein Untervektorraum U < V' heif$t invariant beziiglich einer Abbildung
[V >V, fals f(U) c U gilt.

Beachte, dass wenn f: V — V ein Vektorraumisomorphismus ist, dann folgt aus
f(U) c U sogar f(U)="U.

Beispiel 2.81. Ist v ein Eigenvektor von f, d. h. f(v) = Av, so ist die lineare Hiille
von v ein invarianter Untervektorraum. Umgekehrt, jeder invarianter 1-dimensionaler
Untervektorraum ist von einem Eigenvektor aufgespannt.

Ist U c V invariant, so hat die Abbildung f beziiglich jeder direkten Summenzerle-
gung V = U @ W die Blockform
_(9 h
(0 215

Lemma 2.82. Jede lineare Abbildung f: V — V hat einen invarianten Untervektorraum
der Dimension 1 oder 2.

Beweis. Wahle eine Basis und betrachte die Matrix M € R™ "™ von f beziiglich dieser
Basis. Wenn das charakteristische Polynom P(\) = det(M — A\E,,) eine reelle Nullstelle
hat, dann spannt jeder diesem Eigenwert zugehorige Eigenvektor einen 1-dimensionalen
invarianten Untervektorraum auf.

Nehmen wir an, P()) hat keine reellen Nullstellen. Dann hat er eine komplexe Null-
stelle A € C. Da det(M — AE,) = 0, hat das Gleichungssystem

(M —AE,)v=0

eine nichttriviale Losung v € C". Von diesem Vektor mit komplexen Koordinaten ausge-
hend, konstruieren wir einen 2-dimensionalen invarianten Unterraum.
Sei v € C" das komponentenweise Konjugierte zu v. Es gilt

Mv =X, Muv=M\o

Daraus folgt




Beide Vektoren v + v und ”;ﬁ haben reelle Koordinaten. Thre Bilder liegen in der R-

linearen Hiille der beiden, wie z.B.

)\v+)\v=)\+)\(v+v)—/\_/\<v_v>

2 21 1
v—0

— ein invarianter Untervektorraum. O

Folglich ist die Hiille von v + v und

Das ist noch nicht alles, denn wir haben ein 1 x 1 oder 2 x 2-Block g wie in (2.15)
abgespaltet, aber nicht sichergestellt dass der Block & eine Nullmatrix ist. Dafiir werden
wir die Orthogonalitit der Abbildung f ausnutzen.

Definition 2.83. Sei U < V ein Untervektorraum eines euklidischen Vektorraums V.
Dann heif$t die Menge

Ut = {veV|w)=0VYweU}
das Orthogonalkomplement von U.
Proposition 2.84. Das Orthogonalkomplement ist ein Untervektorraum, und es gilt
V=UaU"
Insbesondere dimU + dim U+ = dim V.

Es gilt auch (U+)+ = U. In der Tat, unmittelbar aus der Definition folgt U < (U+)*;
zusammen mit dim U = dim(U+)1) impliziert das U = (U+)*.

Lemma 2.85. Sei f: V — V eine Orthogonaltransformation. Dann ist das Orthogonal-
komplement eines invarianten Untervektorraumes selbst invariant.

Beweis. Sei U invariant: f(U) < U. Da det f # 0, gilt dim f(U) = U, und deswegen
() =U.
Fiir jedes v € U und jedes u € U gilt

(f(0), f(u)) = (v,u) =0

Da nun die Einschrangkung f: U — U bijektiv ist, kann jedes Element w € U als f(u)
mit u € U dargestellt werden. Folglich gilt

{f(v),w)y =0 fiir alle w e U
Das heifit, f(v) € U fiir jedes ve UL, 0

Beweis des Satzes 2.78. Induktion nach n = dimV. Firn = 1 ist M = +1. Der Fall
n = 2 wurde im Abschnitt 5.5 behandelt.
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Sei n > 3. Laut Lemma 2.82 hat V einen invarianten Untervektorraum U beziiglich
f der Dimension 1 oder 2. Laut Lemma 2.85 ist U ebenfalls invariant, also hat f die

Blockform
_ (9 O
=6 »)

mit g € O(U), h e O(U1). Da dimU = 1 oder 2, hat die Matrix von g die uns bekannte
Form. Nach der Induktionsvoraussetzung hat auch die Matrix von h die “fast diagonale”
Form in einer geeigneten Basis. O

Korollar 2.86. Jede Orthogonaltransformation f € O(3) hat in einer geeigneten Basis
Matriz der Form

1 0 0 -1 0 0
M=10 cosp —sing oder M =1 0 cos¢ —sing
0 singp cosgp 0 singp cose

Das heifit, jede Orthogonaltransformation von R? ist entweder Achsendrehung oder Kom-
position einer Achsendrehung mit der Spiegelung in der zu dieser Achse orthogonalen
Ebene.

Aufgabe 2.87. 1. Bestimme die Achse und den Winkel der Drehung

0
1
0

= o O

1
0
0

2. Bestimme die Standardblockform der Orthogonaltransformation mit der Matrix

0100
1000
0 0 01
0 010

3. Die gleiche Frage fiir eine beliebige Permutationsmatriz

1, wennj=o0(i
M, = { (9
0, sonst

wobei o € S, eine Permutation ist.

5.7 Komplexe Zahlen

Im Abschnitt 2 haben wir den Satz 2.28 ohne Beweis gelassen: Komposition zweier
Drehstreckungen ist eine Drehstreckung oder Translation. Jetzt wird es mit Hilfe der
Koordinaten nachgeholt. Wir benutzen allerdings nicht zwei reelle Koordinaten in der
Ebene, sondern eine komplexe.
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Wir identifizieren C mit R? mittels reellen Vektorraumisomorphismus
C—R?% z+iy— (z,y)

Die Standardnorm |(x,y)||> = 22 + y? in R? entspricht der Norm der komplexen Zahlen
|z[|> = 2z. Komplexe Zahlen kann man in der Polarform schreiben als

z = r(cosp + isinp) =: re'¥
wobei r = |z|| die Norm und ¢ € R/27Z das Argument (Winkel von der positiven reellen
Halbachse zur Halbgerade 0z) ist. Bei Multiplikation werden die Normen multipliziert
und Argumente addiert:
re'? . se¥ = rsellPt¥)
Daraus folgt unmittelbar
Proposition 2.88. Sei a € C. Die Abbildung
C—->C, zm—az
ist die Drehstreckung Z D%, wobei r = |a|| und ¢ = arga.
Finden wir die Formel fiir Drehstreckung mit Zentrum im beliebigen Punkt.
Proposition 2.89. Fiir p € C hat jede Drehstreckung mit Zentrum p die Form
ZDy?(z) = az+p(1 —a)
wobei a = re'.
Beweis. Aus der Definition der Drehstreckung folgt
ZDy?(z) —p = a(z —p)

(sieche Abbildung 2.6). Das Umstellen liefert das Ergebnis. O]

ZDy%(2)

Abbildung 2.6: Drehstreckung mit beliebigem Zentrum.

Proposition 2.90. Seien a,b e C mit a # 0. Dann ist die Abbildung

C—-C, z—az+b
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1. eine Drehstreckung mit Winkel arga und Streckungsfaktor |al|, falls a # 1;

2. Translation um b, falls a = 1.

Beweis. Wenn a # 1, dann haben wir Drehstreckung mit Zentrum %. Wenn a = 1,

dann ist z — z + b eine Translation. O
Jetzt sind wir bereit fir

Beweis des Satzes 2.28. In der komplexen Koordinate schreiben sich die Drehstreckun-
gen als
z—a1z+by, z—asz+ by

Thre Komposition
Z — al(a22 + b2) +b = (alag)z + (albz + bl)

ist nach der Proposition 2.90 eine Drehstreckung mit Winkel arga; + argas und Stre-
ckungsfaktor |ai| - |az|, falls ajas # 1. Sonst ist es eine Translation. O

Aus Proposition 2.90 folgt auch, dass jede Affinitdt der komplexen affinen Gera-
de einer eigentlichen Ahnlichkeitstransformation der euklidischen Ebene entspricht. Die
Umkehrung gilt auch, nach dem Satz 2.25. Wir haben also den folgenden Isomorphismus.

Satz 2.91. Die Gruppe der Affinitaten einer komplexen Geraden ist zur Gruppe der
eigentlichen Ahnlichkeitstransformationen der euklidischen Ebene isomorph:

Affin(C) = Sim™ (E?)

Man kann dieselben Argumente auch ohne Benutzung der komplexen Zahlen dar-
stellen, indem man statt z — az die Abbildung

() =2 0)

(mit Dy, die Drehmatrix) betrachtet.
Andersherum, die komplexen Zahlen kéonnen als Matrizen der Form

z -y

y
definiert werden. Die Multiplikationsregel solcher Matrizen ist dieselbe wie die der kom-
plexen Zahlen. Ahnliche Matrizen mit komplexen Eintrigen

M@@:(Z?ﬁ

w oz
produzieren “hyperkomplexe Zahlen”, die Quaternionen. Bezeichet man

i:=M(,0), j:=M(0,1), k:=M(0,—i)
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so kann jedes Quaternion als a+bi+cj+dk geschrieben werden. Die Multiplikationsregeln
der Quaternionen sind

P=2=k=-1, ij=k=—ji, jk=1i=—kj, ki=j=—ik

also nicht kommutativ.
Die Quaternione vom Betrag 1 bilden die spezielle unitdre Gruppe

SU2) :={M e C*? | MM = B} = {M(z,w) | |2 + |w]* = 1}

Diese Gruppe eignet sich gut, um die Orthogonaltransformationen von R? und R?* zu
beschreiben. Es existieren ndmlich Epimorphismen

SU(2) — SO(3), SU(2) x SU(2) — SO(4)

mit dem Kern {+FE}, bzw. {(E, E), (—E, —E)}. Mehr hierzu siehe in [Sti08].
Beachte auch das offensichtliche Isomorphismus

SU(1) — SO(2), €%~ D,

von welchem in diesem Abschnitt Gebrauch gemacht wurde.

5.8 Volumina der Parallelotope und Simplexe

Definition 2.92. Seien vy, ...,vy, € R" linear unabhdingige Vektoren. Dann heifit die
Menge

P(vi, ... vm) i={\v1 + - + Apom | Ai € [0,1]}
das von vi,...,v, aufgespannte Parallelotop.

Parallelogramm ist ein 2-dimensionales Parallelotop.
Eine detaillierte Behandlung des Volumenbegriffs ist aufwéndig. Deswegen setzen wir
einfach per Definition Folgendes.

Definition 2.93. Das Volumen eines volldimensionalen Parallelotops ist gegeben durch
Vol (P(v1,...,vp)) = | det(vi, ..., v,)| (2.16)

Beispiel 2.94. e Der Flicheninhalt des Parallelogramms mit den Ecken (0, 0), (a, b),
(c,d), (a+c,b+d) ist |ac — bd|.

e Sind die Vektoren v; Vielfachen der Standardbasisvektoren, so ist (v1,...,v,) eine

Diagonalmatrix, und die Formel (2.16) wird zum “ Das Volumen eines rechtwink-
ligen Parallelotops ist das Produkt seiner Seitenldngen”.
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Die allgemeine Formel kann glaubhaft gemacht werden, indem man die Invarianz der
Determinante unter Spaltenaddition ausnutzt: geometrisch entspricht es einer Scherung
des Parallelotops, die das Volumen ebenfalls erhalten soll.

Beachte auch, dass der Betrag der Determinante in (2.16) erhalten bleibt, wenn
die Vektoren vy, ..., v, beziglich einer anderen orthonormalen Basis zerlegt werden.
Und zwar, die neuen Koordinaten errechnen sich durch Multiplikation von (v1,...,v,)
mit der (Inversen von) Basiswechselmatrix. Diese Matrix ist orthogonal und hat daher
Determinante +1.

Definition 2.95. Seien pg, ..., pm affin unabhdingige Punkte eines affinen Raums. Dann
heifit die Menge

A(po, -, Pm) 7= {Xopo + -+ + Ampm | Y N = 1, A > 0}

das (m-dimensionale) Simplex mit den Ecken py,...,Ppm.

Definition 2.96. Das Volumen eines volldimensionalen Simplex in einem euklidischen
affinen Raum ist gegeben durch

1
VOlu(A(P0: - pn)) = | det(pr = pos.-.pa = po)| (217)

Ein Nachteil der Formel (2.16) ist, dass sie nur fir volldimensionale Parallelotope
gilt. Andererseits macht Vol,,(P(vy,...,vy)) auch fiir m < n Sinn: das ist das Volumen
eines volldimensionalen Parallelotops im euklidischen Raum span{vy, ..., v, }. Un dieses
Volumen zu berechnen, kann man vy, ..., v, beziglich einer orthonormalen Basis von
span{vy, ..., vy} zerlegen. Das ergibt eine m x m Matrix, der Betrag deren Determinante
das gesuchte Volumen ist.

Es gibt eine andere Formel, die fiir alle m gilt.

Definition 2.97. Die Gramsche Matrix einer Folge von Vektoren (vi,...,vn) besteht
aus thren paarweisen Skalarprodukten:

(vr,v1) ... (U1, Um)
G(vi,y...,0m) = : . :

<Um; vy .. <Um,"l)m>

Satz 2.98. Die Vektoren vi,..., v sind linear abhdngig genau dann, wenn die Deter-
minante ihrer Gramschen Matriz gleich Null ist.

Sind die Vektoren v, . .., vy linear unabhdangig, so ist das Volumen des von (vi, ..., vm)
aufgespannten Parallelotops gleich der Quadratwurzel der Gramschen Determinante:

Vol (P(v1, ..., vm)) = A/det(G(v1, .. ., vm)) (2.18)
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Beweis. Beide Behauptungen folgen aus

(vp,o1y oo {vr,vm) vy
: . : = : (Ul cee vm)
(Oomyv1) oo {Up, Uy vl

Wenn m < n, dann soll angenommen werden, dass alle v; in der Hiille der ersten m
Standardbasisvektoren liegen. O

Korollar 2.99. Die Punkte pg,...,pm € R™ sind affin abhdngig genau dann, wenn
det(G(p1 — pos - sPm — po)) =0

Sind die Punkte pg,...,pm affin unabhdngig, so gilt

1
Voln(A(po, -+ pm)) = /et (G o1 — po, - — p0)

Beispiel 2.100. Fiir m = 2 ist die Gramsche Determinante gleich
vp|[*fv2]|” — v, v2)7 = |ur|7|v2 —cos”y12) = |v1|7||v2|” sin” 12
[oa2v2]* = (o1, 02)% = Jfo[*[oz]*(1 2 Y12) = [[o1[*[[v2]* sin

wobei 12 der Winkel zwischen den Vektoren v; und vy ist. Das stimmt mit der bekannten
Formel fir die Fliche eines Dreiecks iiberein:

1
A= §absin*y

Die Determinantenformel benutzt die Koordinaten der Ecken, die Gramsche Formel
benutzt die Léngen der von einer Ecke ausgehenden Kanten und die Winkel zwischen
diesen Kanten. Ein Simplex ist aber auch durch seine Kantenlédngen eindeutig bestimmt.
Folglich soll es einen Weg geben, das Volumen aus den Kantenldngen zu berechnen.

Satz 2.101 (Cayley-Menger Determinante). Seien py,...,pn Punkte im euklidischen
affinen Raum. Bezeichnen wir mit {;; = |p; — p;|| die paarweisen Abstinde zwischen
diesen Punkten. Betrachten wir die Matriz

o 1 1 ... 1
1 0 & ... 83,
oM@ =1 G 0 ... Gy,
12, 2, ... 0

Die Punkte po,...,pm sind affin abhdingig genau dann, wenn det CM(£) = 0. Sind sie
affin unabhdngig, dann gilt

A/ (=1)m+1det C M (¢)

25 m)!

VOlm(A(po, e apm)) =

(2.19)
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Es geniigt, die Behauptung iiber affine Abhéngigkeit und die Volumen-Formel fiir
volldimensionale Simplexe zu beweisen. Deswegen setzen wir im Weiteren m = n.

Lemma 2.102. Fiir affin unabhdngige Punkte pg,...,p, € R™ gilt

1
Vol,(A(po, - .. ,pn)) = m\/det(l + {pi,p;j))
Hier steht (a;;) fir eine Matriz mit Eintrigen a;;.

Beweis. Sei p; = (1,p;) € R**L. Dann gilt

. N 1
Vol,,+1(A(0, poy - - ., Pn)) = CES] \/det (Poy---yPn)) = M\/det(l + {pi,pj))

Andererseits,

Vol,,+1(A(0, po, - -, Pn)) = Vol,,(A(po, - --,pn))

n+1

(Volumen einer Pyramide). O

Beweis des Satzes 2.101. Durch Zeilen- und Spaltenumformungen erhalten wir

0 1T> (o 17 > <0 17 > <0 17
det = det = det = det
(1 e 12— |pil? 16— [pill* = llpsl? 1 —2pi,pj)

Hier steht 1 fiir einen Spaltenvektor mit allen Komponenten gleich 1. Durch weitere
Zeilen- und Spaltenumformungen folgt

den(§ o) = corae (] o8 ) < coran () )

Jetzt beachten wir
0o 17 ) (—1 17 )
det = det
(1 {pispj) 1 Lpi,pj)

wegen det((p;,p;)) = 0, weil die n + 1 Vektoren py,...,p, linear abhéngig sind (Satz
2.98). Folglich,

i gly) -l )
— (~2)" det (‘11 0 >> — (—1)" 12" det(1 + (py, py)

1 +{pi.pj

Der Satz folgt jetzt aus Lemma 2.102. O
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Beispiel 2.103. Fiir n = 2 haben wir

0 1 1 1
2 2

det 1 52 CE) iz =a* +b* + c* — 2a%0* — 26%c* — 2c%a?
1 v 0

=—(a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)la+b—c)

Daraus folgt die Heron-Formel fiir die Flidche des Dreiecks mit Seitenldngen a, b, c:

A=+/s(s—a)(s —b)(s —c),

at+b+c

wobei s = 3

5.9 Affine und euklidische Begriffe

Der Satz iiber Seitenhalbierende. Aufgaben aus [Yag68].
Volumina unter affinen Transformationen.

6 Ausblick

6.1 Diskrete Untergruppen und Spiegelungsgruppen

Fuklidische Dreiecksgruppen.

6.2 Billarde

Das Reflexionsgesetz “Einfallswinkel = Ausfallswinkel” folgt in der klassischen Mecha-
nik aus der Erhaltung des Impulses (die Kraft beim Abprall wirkt senkrecht zur Fléche,
deswegen bleibt die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit erhalten) und aus der
Erhaltung der kinetischen Energie (die Normalkomponente der Geschwindigkeit soll ih-
ren Betrag erhalten, damit die kinetische Energie dieselbe bleibt).

Auf die elektromagnetischen Wellen, wie Licht, darf man die klassische Mechanik
nur mit Vorsicht anwenden. Hier kann man das Reflexionsgesetz mit dem Fermatschen
Prinzip erkldren: das Licht folgt dem schnellsten Weg (dieses Prinzip erklart auch das
Brechungsgesetz). Solche Variationsprinzipien, die das Verhalten eines physikalischen
Systems durch Minimierung einer bestimmten Groéfle beschreiben, sind in der modernen
Physik sehr verbreitet.

Die folgende Proposition zeigt, dass der kiirzeste Weg die Eigenschaft “Einfallswinkel
= Ausfallswinkel” besitzt.

Proposition 2.104. Seien A und B zwei Punkte auf einer Seite von der Geraden (.
Dann gibt es genau einen Punkt P € £, sodass /APC = /BPD, wobei C und D die
Lotfuf$punkte von A und B auf £ sind.
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Derselbe Punkt P minimiert die Summe der Abstinde von A und B zu einem Punkt
auf £:
AP + PB =min{AX + XB | X €/}

A
B
c hd XN’D
B/

Abbildung 2.7: Der kiirzeste Weg hat diegleichen Ein- und Ausfallswinkel
Beweis. Sei B’ das Bild des Punktes B unter der Spiegelung an der Geraden /, siche
Abb. 2.7. Dann gilt /BXD = /B'X D fiir jeden Punkt X auf ¢. Folglich

/AXC =/BXD < /AXC = /B'XD < X ist der Schnittpunkt von AB’ mit ¢

Das beweist die erste Behauptung: ein Punkt mit gleichen Ein- und Ausfallswinkel exis-
tiert und ist eindeutig.
Die zweite Behauptung folgt aus der Dreiecksungleichung

AX + XB' > AP/,
die genau dann zur Gleichung wird, wenn X auf dem Intervall AB liegt. O

Billard im Rechteck. Periodische Bahn im spitzwinkligen Dreieck. Siehe [Tab13]. (Im
Netz der FU als freie Online-Ressource verfiigbar.)

6.3 FEuklidische Metriken auf dem Torus
6.4 Lie-Gruppen
Siehe [Sti08].

6.5 Normale Untergruppen, einfache Gruppen

SO(n) < Isom™ (E")
SO(3) ist einfach
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Kapitel 3

Kegelschnitte und Quadriken

1 Kegelschnitte

1.1 Ellipse, Parabel, Hyperbel

Seien A, E zwei sich nicht orthogonal schneidende Geraden in R3. Die Fliche, die bei
der Drehung der Geraden E um die Achse A entsteht, heifit Doppelkegel. Die Gerade F,
sowie alle ihre Bilder, heifit Erzeugende.

Definition 3.1. Die Schnittmenge K n H eines Doppelkegels mit einer Ebene heifst
Kegelschnitt. Wenn die Ebene H mnicht durch die Spitze des Doppelkegels geht, dann
heif$t der Kegelschnitt eigentlich.

Man kann drei Typen der eigentlichen Kegelschnitte unterscheiden (siche Abb. 3.1):

Abbildung 3.1: Ellipse, Parabel, Hyperbel

e Ellipse: der Schnitt ist eine geschlossene Kurve; im Spezialfall wo H senkrecht zur
Achse des Kegels ist, ist die Ellipse eine Kreislinie.

e Parabel: die Ebene H ist parallel zu einer Erzeugenden, die Schnittkurve ist un-
beschrankt;

e Hyperbel: die Ebene schneidet beide Kegel des Doppelkegels, der Schnitt besteht
aus zwei unbeschriankten Komponenten.
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1.2 Fokale und bifokale Eigenschaften

Satz 3.2 (Bifokale Eigenschaften). Fir jede Ellipse C = K n H existieren zwei Punkte
Fy, F> € H, sodass
C={XeH|XF + XF, = const} (3.1)

Fiir jede Hyperbel C = K n H existieren zwei Punkte Fy, Fo € H, sodass
C={XeH||XF, — XF| = const} (3.2)
Die Punkte Fp, F5 heiflen die Brennpunkte der Ellipse bzw. der Hyperbel.

Beweis. Betrachten wir zwei in den Kegel eingeschriebene Sphéren, die zur Ebene H
tangential sind (die sogenannten Dandelinsche Kugeln). Seien F, F» € H die Tangenti-
alpunkte. Durch einen beliebigen Punkt X € C ziehen wir eine Erzeugende des Kegels.
Die Erzeugende ist zu den beiden Sphéren tangential; bezeichnen wir mit Py, P> die
Tangentialpunkte. Es gilt

XF1=XP1, XFQZXP2

da alle Tangenten von einem Punkt zu Sphére gleich lang sind.

—— <

S

Abbildung 3.2: Dandelinsche Kugeln.
Wenn C' eine Ellipse ist, dann liegt X zwischen P; und Ps, sodass
X+ X =XP+XP=PPF

Die Strecke Py P; ist fiir alle Erzeugenden gleich lang.
Wenn C eine Hyperbel ist, dann liegt entweder P, zwischen P> und X oder P,
zwischen P; und X. Folglich gilt

|XF, — XPy| = PP,

Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir jeden Punkt X € H, der nicht auf der Ellipse
(bzw. Hyperbel) K n H liegt, ist die Summe (bzw. Betrag der Differenz) der Absténde
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anders als fiir die Punkte auf K n H. Im Fall einer Ellipse betrachten wir hierfiir den
Schnittpunkt P der Halbgeraden F; X mit dem Kegel. Aus der Dreiecksungleichung folgt

< PFy + PF, wenn X innerhalb von C' liegt

XK+ XF,
> PFy + PF» wenn X auflerhalb von C' liegt
Siehe Abb. 3.3. Der Fall der Hyperbel wird dem Leser iiberlassen.

P

N\ \

Abbildung 3.3: XFy| + XF, # PF + PF}

O]

Fir die Parabel gibt es nur eine Dandelinsche Kugel. Der folgende Satz beschreibt
die metrische (monofokale) Eigenschaft der Parabel, die aus Betrachtung dieser Ku-
gel entsteht. Es stellt sich dabei heraus, dass Ellipse und Hyperbel auch eine dhnliche
Eigenschaft besitzen.

Satz 3.3 (Fokale Eigenschaft). Fiir jede Parabel C = K n H existiert ein Punkt F' € H
und eine Gerade £ € H, sodass

C={XecH|XF=dist(X,0)} (3.3)

Sei C = K n H eine Ellipse, die kein Kreis ist. Dann exisitert fiir jeden Brennpunkt
F von C eine Gerade £ € H und eine reelle Zahl 0 < e < 1, sodass

C={XeH|XF=e-dist(X,0)} (3.4)

Sei C' = K n H eine Hyperbel. Dann exisitert fiir jeden Brennpunkt F' von C eine
Gerade £ € H und eine reelle Zahl e > 1, sodass

C={XeH|XF=c-dist(X,0)} (3.5)

Die Gerade ¢ heifit die Direktriz (Ellipse und Hyperbel haben zwei Direktrices). Die
Konstante e heiit die Fzzentrizitat der Ellipse, bzw. Hyperbel. Je ndher e an 0 ist,
desto weiter entfernt ist die Direktrix und desto “runder” die Ellipse. Das heifit, man
kann informell den Kreis als Ellipse mit Exzentrizitdt 0 und Direktrix “im Unendlichen”
interpretieren.
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Beweis. Sei C = K n H eine Parabel. Dann existiert eine in K eingeschriebene Sphare
S, die tangential zur Ebene H ist. Der Tangentialpunkt F' wird der Brennpunkt sein.
Die Gerade ¢ definieren wir als die Schnittgerade von H mit der Ebene L durch die
Kreislinie K n S.

Sei X € C ein beliebiger Punkt. Dann gilt XF = X P, wobei P, wie im Beweis
des Satzes 3.2, der Tangentialpunkt der Erzeugenden durch X an der Sphére S ist. Es
soll nun gezeigt werden, dass X P = X (@, wobei X(@Q das Lot auf die Gerade ¢ ist. Das
gilt in der Tat, denn X P liegt auf einer Erzeugenden des Kegels, und X (@ ist zu einer
Erzeugenden parallel. Da alle Erzeugenden diegleiche Neigung auf die Ebene L haben,
sind die Abstdnde ihnen entlang von X zu L gleich.

Abbildung 3.4: Monofokale Eigenschaften.

Wenn C' eine Ellipse oder eine Hyperbel ist, dann haben wir ebenfalls XF' = X P.
Das Lot X@ auf ¢ hat wieder eine konstante, von X unabhéngige, Neigung auf die
Ebene L, die diesmal nicht gleich der Neigung der Kegelerzeugenden ist. Bei Ellipsen ist
sie kleiner, und bei Hyperbeln grofier. Daher haben wir

XP=e-XQ

mit e < 1 fiir Ellipsen und e > 1 fiir Hyperbeln.

Damit ist es bewiesen, dass jeder Punkt X € C die Bedingung X F' = e - dist(X, /)
erfiillt. Um zu zeigen, dass diese Bedingung auch hinreichend fiir X € C ist, zieht man
durch X eine zu ¢ parallele Gerade in H und betrachtet ihre Schnittpunkte mit C' (falls
sie existieren). ]

1.3 Gleichungen der Kegelschnitte

Jetzt konnen wir den 3-dimensionalen Raum verlassen, und Ellipse, Parabel und Hyper-
bel durch ihre (Bi)fokaleigenschaften als Teilmengen der euklidischen Ebene definieren.

Satz 3.4. Jede FEllipse, die kein Kreis ist, hat im geeigneten Koordinatensystem die
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Gleichung

2 2
z Y
? + 67 =1, a>b>0
Jede Hyperbel hat im geeigneten Koordinatensystem die Gleichung
2 2
L Y
? — b72 = 1, a>b>0

Die Exzentrizitat und der Abstand vom Zentrum zur Direktriz sind in beiden Fdllen
gleich

wobes

Va2 +b% , fir die Hyperbel

Jede Parabel hat im geeigneten Koordinatensystem die Gleichung

{\/ a? — b2 , fir die Ellipse
C =

y? = 2hz,

wobei h der Abstand zwischen dem Brennpunkt und der Direktrix ist.

Beweis. Wahlen wir zuerst den Brennpunkt F' als Koordinatenursprung und richten die
x-Achse senkrecht zur Direktrix. Ist h der Abstand von F' zur Direktrix, so hat die
Direktrix die Gleichung {z = h} und die Ellipse die Gleichung

Va2 +y? =e|lr —hl
Nach Umformung erhalten wir
(1 —e)z? + 2he’z + y? = h2e?

Wenn e # 1 (der Kegelschnitt ist Ellipse oder Hyperbel), dann ergibt die quadratische
Ergénzung

he? 2 h2e?
1 ¢2 2 _hver
( e)<x+1_62> tY =Tz
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he?
1—e2

Sei e < 1. Bezeichnen wir ¢ := > 0, so wird die Gleichung zu

1—¢2
2

(1—e(z+e)+y>=¢2

e

Wihlen wir den Punkt (—¢,0) zum neuen Koordinatenursprung und behalten die Rich-
tungen der Koordinatenachsen, so hat die Kurve die Gleichung
2 Y2

+ —1
2/e?  A2(1—e?)/e?

Es bleibt a = ﬁ und b = c¥ 1;62 zu setzen. Dann ist ¢ = a2 — b2 und der Abstand vom

Zentrum zur Direktrix
L h c a?
c - = =
1—e2 2 c

Im Fall der Hyperbel e > 1 setzt man ¢ := 62%21 > ( und wahlt den neuen Ursprung

in (¢,0). Man setzt a = € und b = ¢ Vel—L " sodass a2 + b2 = ¢2 ist. Der Abstand vom

e

Zentrum zur Direktrix ist
h c a?
C — h = = — = —
1—e2 €2 c

1.4 Konfokale Kegelschnitte und die Billardeigenschaften

Definition 3.5. Zwei Ellipsen oder Hyperbeln heiflen konfokal, wenn sie dieselben Brenn-
punkte haben. Zwei Parabeln heiflen konfokal, wenn sie dengleichen Brennpunkt und
parallele Directrices haben.

Eine Ellipse und eine Hyperbel mit denselben Brennpunkten werden auch konfokal
genannt.

Legen wir zwei Punkte F}, Fb fest, so iberdecken die Ellipsen mit Brennpunkten
Fy, F» die Ebene minus das Intervall [Fy, F»] ohne Uberlappung. Analog sind die Hy-
perbeln mit Brennpunkten Fi, F> disjunkt und iiberdecken die Ebene ohne die Mittel-
senkrechte zu F}F5 und ohne zwei Halbgeraden, die aus der Geraden FiFs durch das
Entfernen des offenen Intervalls F Fy entstehen.

Die konfokalen Parabel iiberdecken Ebene ohne die zur Richtung der Directrices
orthogonalen Geraden. Dabei gehen durch jeden Punkt zwei konfokale Parabeln.

Satz 3.6 (Billardeigenschaften). Sei X ein belicbiger Punkt auf einer Ellipse, bzw. Hy-
perbel, und t die Tangente durch diesen Punkt. Dann bilden die Geraden X Fi und X Fb
dengleichen Winkel mit t. Im Fall der Hyperbel ist t der Bisektor des Winkels F1 X Fo;
im Fall der Ellipse ist t orthogonal zum Bisektor.

Fiir jeden Punkt X auf einer Parabel bildet die Tangente t durch X den Bisektor des
Winkels FX P, wobei X P das Lot auf die Direktriz ist.
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Beweis. Sei {X | XF) + X F = 2a} eine Ellipse. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass ein
Punkt Y aulerhalb der Ellipse genau dann liegt, wenn Y F; + Y F5 > 2a. Da alle Punkte
der Tangente t auflerhalb der Ellipse liegen, mit Ausnahme von X, der auf der Ellipse
liegt, ist X derjenige Punkt auf ¢, der die Summe der Abstdnde zu den Punkten F; und
F5 minimiert. Nach Proposition 2.104 ist der Einfallwinkel gleich dem Ausfallwinkel, und
der Satz ist im Fall der Ellipse bewiesen.

Im Fall der Hyperbel ist der Beweis analog, wenn man die Behauptung der Aufgabe
3.7 beweist. O

Aufgabe 3.7. Seien A und B Punkte auf unterschiedlichen Seiten der Geraden £, sodass
dist(A, ¢) > dist(B, ¢). Dann gibt es genau einen Punkt P € ¢, sodass { der Bisektor des
Winkels APB ist.
Derselbe Punkt P maximiert die Differenz der Abstinde von A und B zu einem Punkt
auf £:
AP — PB =max{AX — XB| X e/}

Korollar 3.8. Die konfokalen Kegelschnitte bilden ein orthogonales Netz. Das heifit,
jedes konfokale Paar aus FEllipse und Hyperbel oder aus zwei Parabeln schneidet sich
orthogonal.

1.5 Billard in einer Ellipse
Mehr tiber Geometrie der Kegelschnitte in [Ber87].

2 Quadriken

2.1 Definition und Basiseigenschaften

Definition 3.9. Fine Quadrik (oder Hyperfliche zweiten Grades) in einem n-dimensionalen
reellen affinen Raum ist die Lésungsmenge QQ < R™ einer Polynomgleichung vom Grad
2 in n Variablen, die den Koordinaten in R™ entsprechen:

Q={xeR"|P(z1,...,2p) =0}, degP =2 (3.6)
Beispiel 3.10. e Ellipse, Parabel und Hyperbel sind Quadriken in R2.

e Der Doppelkegel in R® mit Achse Oz und Erzeugenden {x = az,y = 0} hat die
Gleichung ++/x2 + y2 = az, oder dquivalent

22 +y? —a?2? =0
ist also eine Quadrik in R3.
e Der Punkt (0,0) € R? ist eine Quadrik: er ist die einzige Losung der Gleichung

22 +9y2 =0
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e Die leere Menge ist eine Quadrik: sie ist die Losungsmenge von
2 +y*+1=0

Die Definition 3.9 benutzt ein Koordinatensystem im affinen Raum und ist daher
nicht ganz korrekt.

Lemma 3.11. Sei A™ ein n-dimensionaler reeller affiner Raum. Wenn QQ < A" die
Nullstellenmenge eines Polynoms vom Grad m beziiglich eines Koordinatensystems ist,
dann kann sie in jedem Koordinatensystem als die Losungsmenge eines Polynoms vom
selben Grad dargestellt werden.

Beweis. Ein Koordinatenwechsel ist eine lineare Substitution x; = Zj aijx;- + b; mit
det(a;;) # 0. Das fithrt zur Darstellung von @ als die Nullstellenmenge eines Polynoms
P’(2"). Offensichtlich ist deg(P’) < deg(P). Wegen Invertierbarkeit der Koordinaten-
wechsel gilt auch deg(P) < deg(P’), also deg(P) = deg(P’). O

Satz 3.12. Der Schnitt einer Quadrik mit einem affinen Unterraum L < R"™ ist entweder
eine Quadrik in L oder ein affiner Unterraum von L.

Beweis. Sei Q < R™ die Quadrik. Nach Lemma 3.11 kénnen wir oBdA annehmen, dass
L={zeR"|zfy1 ==z, =0}
Wenn @ die Nullstellenmenge des Polynoms P ist, dann gilt
QnL={(x,...,zx) | Plx1,...,24,0,...,0) = 0}

Das Polynom P’(z1,...,zx) := P(x1,...,2k,...,0) hat den Grad hochstens 2. Deswegen
ist @ N L eine Quadrik oder affiner Unterraum von L (moglicherweise das ganze L). [

Korollar 3.13. Jede Gerade entweder schneidet eine Quadrik in hochstens zwei Punkten
oder ist in der Quadrik vollstindig enthalten.

Beweis. Der Schnitt einer Quadrik mit einer Geraden ¢ ist nach Satz 3.12 entweder
Quadrik in ¢, d. h. Nullstellenmenge einer quadratischen Gleichung, oder ein affiner
Unterraum von ¥¢. O

Korollar 3.14. Figentliche Kegelschnitte sind Quadriken.

Beweis. In der Tat, der Doppelkegel ist eine Quadrik und eigentliche Kegelschnitte keine
affinen Raume. O

Bemerkung 3.15. Die Ebene y = z schneidet den Kegel 22 + y? — 22 = 0 entlang der
Geraden {zr = 0,y = z}. Jede Gerade in der Ebene kann allerdings als Quadrik gesehen
werden, mit der Gleichung der Form (az + by + ¢)?> = 0. (Und die Substitution y = z in
2?2 4+ y% — 22 = 0 liefert die Gleichung 2% = 0.)

Man muss zwischen den Mengen und den sie definierenden Polynomen unterscheiden:
unterschiedliche Polynomen koénnen dieselbe Nullstellenmenge haben:
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o Pi(z,y) = 2% +y?+ 1 und Py(x,y) = 1 haben (J als die Nullstellenmenge;
e Pi(z,y) =z und Pi(z,y) = 2% haben die y-Achse als die Nullstellenmenge;
e P, = AP hat bei A # 0 dieselbe Nullstellenmenge als P;.

Es gibt zwei mogliche Losungen:

e das Polynom minimalen Grades zu betrachten, das @ als die Nullstellenmenge hat
(z. B. x statt 22);

e alle auf @ verschwindende Polynome zu betrachten.

Mehr iiber Nullstellenmengen von Polynomen siehe in [Ful89] und [Rei88].

2.2 Bild einer Quadrik unter affiner Transformation

Sei @ = {r € A" | P(z) = 0} eine Quadrik, und sei f: A" — A" eine Transformation
des affinen Raums A". Durch welche Gleichung wird das Bild f(Q) beschrieben? Unter
Benutzung der Bijektivitat von f erhalten wir

£(Q) = {f(2) | P(z) = 0} = {y | P(f"'(y)) = 0}

Das Bild unter f der Nullstellenmenge von P ist die Nullstellenmenge von
Po f L

(Hier kann f eine beliebige, nicht unbedingt affine, Transformation sein, sowie P eine
beliebige Funktion, nicht unbedingt ein Polynom.)

Ist P ein Polynom zweiten Grades, und f eine affine Transformation, so ist P o f~!
das Ergebnis der linearen Substitution z = f~1(y) in P(z). Folglich,

Klassifikation der quadratischen Polynome bis auf lineare (bzw. orthogonale)
Substitutionen fithrt zu Klassifikation der Quadriken bis auf affine (bzw.
orthogonale) Transformationen.

(Unter einer orthogonalen Substitution verstehen wir eine lineare Substitution y = Az +b
mit A € O(n).)

Fir bessere Handhabung fithren wir jetzt die Matrixschreibweise flir Quadriken und
ihre Transformationen ein. Jedes Polynom vom Grad 2 hat die Form

P(zy,...,x,) = Zaijfﬂﬂj + 221%95@' +e=z"Az+2b' x4 ¢
i,j i

ObdA ai; = aj; (wenn a;; # aj;, dann kénnen beide dieser Koeffizienten durch W
ersetzt werden, ohne dass P sich &ndert). Deswegen werden wir die Matrix A symmetrisch
voraussetzen (sodass (z,y) — x' Ay eine symmetrische Bilinearform ist).

Aquivalent: Py = (1 o7 <c bT> <1) (3.7)
)= 2 )y 4)\, |
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Diese Schreibweise ist besonders gut fiir lineare Substitutionen geeignet. Und zwar, die
Substitution z = Sy + u mit S € GL(n), u € R™ schreibt sich als

(- 90

und die Komposition P'(y) := P(Sy + u) als

G EENEYE e

Hiermit haben wir Folgendes bewiesen.

Proposition 3.16. Sei Q@ = {P(x) = 0} die Quadrik mit P wie in (3.7), und sei
f € GA(n) eine affine Transformation. Dann gilt f(Q) = {y € R™ | P'(y) = 0} mit P’
wie in (3.8), wobei <116 g,) die Matriz von = ist.

2.3 Euklidische Klassifikation der Quadriken

Satz 3.17 (Euklidische Hauptachsentransformation). Fir jede Quadrik Q < R™ gibt es
eine Isometrie f € Isom(R"), sodass das Bild f(Q) eine Gleichung in einer der folgenden
Normalformen hat.

2 2 2 2
x T T T
;4_..._}_7]5_ ]2“'1_..._%:1 (3.9)
ay A Ok Aoyl
2 2 2 2
x T T T
7;4_..._}_7]2“_ ]2“‘1_..._%:0 (3.10)
ay g Ok et
2 2 2 2
xy T, Tky1 LTkl
aj Ay O Ayl

Hierista; = -2 apr>0<apy) < < Qpyy-

Beweis. Die Reduktion des Polynoms P zu einer Normalform wird in zwei Schritten
erfolgen:
y=Szx, dann z =y+u=Sxr+u

mit S € O(n). In einem Fall wird ein zusétzlicher Schritt benétigt.
1. Schritt (Diagonalisierung) Die Substitution y = Sx verdndert die Matrix des Polynoms

P wie folgt:
1 0\ [c b"\(1 0\ (¢ 'S\ _ [c V'
0 ST)J\b A)\0o S) \STb sT4As) "\v A

Das heifit, die Matrix der 2-homogenen Terme verdndert sich als

A =STAS (3.12)
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Da S € O(n), gilt ST = S~!, und die Transformationsregel (3.12) ist dieselbe wie die
Transformationsregel fiir Matrizen der linearen Abbildungen. Die Symmetrie AT = A
der Matrix A (man sagt, die entsprechende Abbildung ist selbstadjungiert) fithrt zu

e A hat nur reelle Eigenwerte;
e das Orthogonalkomplement eines invarianten Unterraums ist selbst invariant.

(Fiir Beweis der letzteren Aussage bringe die Matrix in die Blockform (2.15) und beachte,
dass h = 0 wegen der Symmetrie der Matrix.) Das beweist den folgenden

Satz 3.18 (Spektralsatz). Jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines endlichdimen-
stonalen euklidischen Raums hat eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren.

Fir uns bedeutet das: Es existiert eine orthogonale Matrix S, sodass
STAS =S1AS = A
eine Diagonalmatrix ist: A = diag(Aq, ..., A,). Die neue Quadrik ist
{yeR" | > i +2) by +c =0}
i i
Wir diirfen annehmen (eine Umordnung der Koordinaten entspricht auch einer orthogo-
nalen Transformation der Quadrik):
Mz 2N >0> M1 2 2 Mty Mg == A =0

2. Schritt (Quadratische Ergénzung) Die Substitution z = y + u resultiert in

1 ul c T 1 0\ [ b’
0 FE, ¥ A v E,)] \b A

mit b = b’ +Au, d. h. b} = b+ \ju;. Wenn \; # 0 fiir alle i, dann withlen wir u = —A~1¥/,
sodass b = 0. Wenn ¢ # 0, dann dividieren wir die Gleichung durch ¢’ und erhalten die
Form (3.9). Wenn ¢/ = 0, dann haben wir eine Gleichung der Form (3.10).

Wenn es \; = 0 gibt, dann kénnen wir b = 0 fiir ¢ < k + [ erreichen, sodass die
Gleichung die folgende Form annimmt.

)\12’% + -+ >‘k+l'zl%+l + 2bZ+l+1zk+l+1 + -+ 2b/7/LZn +cd =0

In diesem Fall brauchen wir noch den dritten Schritt.
3. Schritt Nach einer Skalierung der Gleichung kénnen wir

AP+ U+ =1
annehmen und eine Orthogonalsubstitution in den letzten Koordinaten durchfithren mit
tk+l+1 = 2b%+l+12k+l+1 + -+ 2b,T/LZn + C/

Wie die weiteren t; mit ¢ > k + [ + 1 aussehen, ist unwichtig. Die Gleichung bekommt
die Form (3.11). O
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2.4 Affine Klassifikation der Quadriken

Satz 3.19 (Affine Hauptachsentransformation). Fir jede Quadrik Q < R™ gibt es eine
affine Transformation f € Affin(R™), sodass das Bild f(Q) eine Gleichung in einer der
folgenden Normalformen hat.

2 2 2 2

Beweis. Das folgt aus der euklidischen Klassifikation durch die Substitution x; = a;y;.
O

Gram-Matrix.

Signatur (k,1) ist dieselbe wie die von A.
2.5 Quadriken in R?
2.6 Quadriken in R?

3 Geometrie der Quadriken

3.1 Die Einheitshyperbel und hyperbolische Trigonometrie

Die Hyperbel
{(z.y) e R? | 2? —y? = 1}

wird die Finheitshyperbel genannt, in der Analogie mit dem Einheitskreis 22 4+ y? = 1.
Sie ist mit der anderen héufig vorkommenden Hyperbel zy = 1 verwandt.

Aufgabe 3.20. Zeige, dass das Bild der Kurve {xy = 1} unter Drehung um —7% mit
Zentrum in (0,0) die Gleichung 2> —y? = 2 hat, und hiermit die mit dem Streckungsfaktor
V2 skalierte Einheitshyperbel ist.

Der Einheitskreis besitzt die Parametrisierung x = cost, y = sint. Analog, der rechte
Zweig der Einheitshyperbel wird parametrisiert durch

x = cosht, y =sinht (3.16)
wobei . . . .
e +e e —e
ht = inht =
cos 5 sin 5

In der Parametrisierung des Kreises ist ¢ der Winkel zur positiven z-Halbachse. Was ist
die Bedeutung des Parameters ¢ in (3.16)7

Proposition 3.21. Der auf Abb. 3.5, links, schraffierte Sektor hat Fliche %
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cosh t, sinh t) (1,1)

(1,0)

Abbildung 3.5: Parametrisierung der Hyperbel.

Beweis. Nach einer Drehstreckung und Spiegelung wird dieser Sektor zu dem Sektor auf
Abb. 3.5, rechts (und verdoppelt dabei seine Fliche). Der letztere hat dieselbe Fliche
wie die schraffierte Trapez, deren Flache leicht mit Integral berechnet werden kann. [J

Bemerkung 3.22. Fiir die (cost, sin t)-Parametrisierung des Einheitskreises ist ¢ eben-
falls doppelt so grofl wie die Sektorflache. Gleichzeitig ist ¢ gleich der Bogenldnge. Aber
nicht im hyperbolischen Fall, wo die Bogenldnge von (1,0) zu (cosht,sinht) keine ele-
mentare Funktion ist.

3.2 Hyperbolische Drehungen

Die Drehmatrix D, € SO(2) bildet den Einheitskreis auf sich selbst. Dabei wird ¢ zum

Parameter ¢ addiert:
. [(costy _ cos(t + )
“\sint/)  \sin(t+ ¢)

Definition 3.23. Die hyperbolische Drehmatrix ist definiert als

I coshs sinhs
®" \sinhs coshs

Es gilt
I cosht\  [cosh(t+ s)
®\sinht /)  \sinh(t + s)
Daraus folgt die folgende

Proposition 3.24. Fir je zwei Punkte Py, P> auf dem rechten Zweig der Hyperbel gibt
es genau eine hyperbolische Drehung, die Py auf P> abbildet.
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Fir die Hyperbel zy = 1 hat jede Drehmatrix die Form ((c) ?) Demensprechend

C
streckt eine der Einheitshyperbel entsprechende hyperbolische Drehung die Ebene ent-
lang einer der Geraden x = y, x = —y und staucht entlang der anderen.

3.3 Parabolische Drehungen
Definition 3.25. Die lineare Abbildung mit der Matriz

10
S0 im ( 1)

Die Abbildung S, bildet die Gerade z = 1 auf sich selbst; die Einschrénkung von
S, auf diese Gerade ist die Translation um a. In diesem Sinne ist S, zu den Drehungen
D, und H, analog: die Stelle des Einheitskreises und der Einheitshyperbel wird vom
Geradenpaar z? = 1 eingenommen, die “Winkelma8” ist die y-Koordinate.

Die Scherungen kénnen zu Abbildungen modifiziert werden, die eine Parabel auf sich
selbst abbilden. Betrachten wir zuniichst das Bild der “Einheitsparabel” y = z? unter S,.

heif$t Scherung entlang der y-Achse.

Sa{y:xQ}:{y—ax—xQ}:{y: (””g)z_cf}

Das ist die um den Vektor (—§, —%) verschobene Einheitsparabel. Folglich bildet die
affine Transformation 7', ,2 ) © S, die Einheitsparabel auf sich selbst.
4

(3
Definition 3.26. Die affine Transformation

T+ 5
() (i s)
Y ar +y+ &

wird die parabolische Drehung genannt.

wle

3.4 FEuklidische vs. affine Invarianten

Jede Isometrie eines euklidischen Raums erhalt die Abstédnde (das ist die Definition
der Isometrien). Daraus folgt (siehe Abschnitt 5), dass die Isometrien auch Folgendes
erhalten:

o Kollinearitat der Punkte (d. h. Geraden werden auf Geraden abgebildet);
o Winkel;
e Volumina.

Die Affinitaten erhalten
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e Kollinearitiat der Punkte;
e Teilungsverhéltnisse, sowie Langenverhéltnisse auf parallelen Geraden;
e Verhéltnisse der Volumina.

(Dabei konnen die letzten zwei Invarianten als Spezialfille der Erhaltung der Volumen-
verhéltnissen in parallelen affinen Unterrdumen betrachtet werden.)

Affinitdten verzerren im Allgemeinen die Winkel und die Langenverhéltnisse auf
nichtparallelen Geraden.

Benutzt die Formulierung eines geometrischen Satzes nur affine Begriffe, so kann
man die Ausgangsdaten durch eine beliebige affine Transformation in eine spezielle, z. B.
symmetrische Lage bringen, und nur fiir diese Lage beweisen. Daraus folgt die Giiltigkeit
des Satzes fiir alle Ausgangsdaten.

Zum Beispiel, wenn ein affiner Satz fiir reguldre Dreiecke gilt, dann gilt er fiir alle
Dreiecke.

Beispiel 3.27. Beweisen wir, dass die Seitenhalbierenden eines jedes Dreiecks sich in
einem Punkt schneiden.

Da sowohl die Voraussetzung (Seitenhalbierenden) als auch die Aussage (sich in ei-
nem Punkt schneiden) affin invariant sind, geniigt es, den Satz fiir regulére Dreiecke zu
beweisen. Fiir regulére Dreiecke gilt der Satz wegen der Symmetrie.

Hier ist ein weniger triviales Beispiel.

Proposition 3.28. Verbindet man die Ecken eines Dreiecks mit den Punkten, die die je-
weils gegentiberliegenden Seiten in drei gleichlange Strecken teilen, so entsteht ein Sechs-
eck, dessen Diagonalen sich in einem Punkt schneiden (siehe Abb. 3.6).

Abbildung 3.6: Beispiel eines affinen Satzes: Sechseck mit sich in einem Punkt schnei-
denden Diagonalen.

Im Gegenteil, die folgenden zwei Sétze sind nicht affin.
Proposition 3.29. Teilt man jeden Winkel eines Dreiecks in drei gleiche Teile, so

e entsteht ein Sechseck, dessen Diagonalen sich in einem Punkt schneiden;

e (Satz von Morley) ist das Dreieck K LM auf Abb. 3.7, rechts, requldr.
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Abbildung 3.7: Noch ein Sechseck und der Satz von Morley.

3.5 Konjugierte Durchmesser

Satz 3.30. Sei Q ein Kegelschnitt, und sei £ eine Gerade. Dann liegen die Mittelpunkte
aller zu £ parallelen Sehnen von Q auf einer Geraden.

Wenn @Q eine Ellipse oder eine Hyperbel ist, dann geht diese Gerade durch das Zen-
trum von @Q; wenn @ eine Parabel ist, dann ist diese Gerade zur Symmetrieachse der
Parabel parallel.

Abbildung 3.8: Mittelpunkte der parallelen Sehnen liegen auf einer Geraden.

Beweis. Wenn @ eine Ellipse ist, dann gibt es eine Affinitit f, die @ auf ein Kreis f(Q)
abbildet. Parallele Geraden gehen auf parallele Geraden, Mittelpunkte der Strecken auf
Mittelpunkte dessen Bilder. Die Mittelpunkte der parallelen Kreissehnen liegen auf einer
Geraden, die durch das Zentrum geht. Die Anwendung der inversen Affinitdt f~! bildet
diese Gerade auf eine Gerade ab, die ebenfalls durch das Symmetriezentrum von @ geht.

Ist @@ eine Hyperbel g—z — Zé—j = 1, so wenden wir eine hyperbolische Drehung f an,
sodass f(¢) zu einer der Koordinatenachsen parallel ist. (Zeige, dass so ein f existiert!)

Ist Q eine Parabel z2 = 2hy, so wenden wir eine parabolische Drehung an, die £
auf eine waagerechte Gerade abbildet (zeige, dass es immer moglich ist, wenn ¢ nicht
senkrecht ist). Die Mittelpunkte aller waagerechten Sehnen liegen auf der y-Achse. Da
die parabolischen Drehungen Parallelitdt zur y-Achse erhalten, lagen die Mittelpunkte
der Sehnen vor der Drehung auf einer zur y-Achse parallelen Geraden. 0

Korollar 3.31. Ezistiert eine zu £ parallele Tangente an Q, so liegt der Tangentialpunkt
auf einer Geraden mit den Mittelpunkten der zu ¢ parallelen Sehnen.

Beweis. Liegt der Tangentialpunkt auflerhalb dieser Geraden, so gibt es eine kurze Sehne,
die ganz auf einer Seite von dieser Geraden liegt. Das widerspricht der Tatsache, dass
die Gerade durch den Mittelpunkt dieser Sehne geht. O

Satz 3.32. Sei Q Ellipse oder Hyperbel, ¢ eine Gerade durch das Zentrum von @ (aber
keine Asymptote der Hyperbel). Sei ¢* die Gerade durch die Mittelpunkte der zu £ paral-
lelen Sehnen. Dann gilt

()" =¢,

das heifit, die Gerade £ geht ihrerseits durch die Mittelpunkte der zu £* parallelen Sehnen.

Beweis. Wenden wir eine affine Transformation an, sodass ¢ zu einer der Koordinaten-
achsen wird. Dann ist £* die andere Koordinatenachse, und deswegen (£*)* = /. O]
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Abbildung 3.9: Konjugierte Durchmesser.

Die durch @ auf den Geraden ¢ und ¢* ausgeschnittenen Intervalle heiflen konjugierte
Durchmesser von @Q. Im Fall der Hyperbel schneidet eine der Geraden ¢, * die Hyperbel
nicht, der entsprechende Durchmesser ist rein imaginér.

3.6 Steiner-Ellipse und andere eingeschriebene Ellipsen

Satz 3.33 (Steiner-Ellipse). Fir jedes Dreieck gibt es eine eingeschriebene Ellipse, die
an den Seitenmittelpunkten tangential ist.

Beweis. Wende eine affine Transformation f an, sodass f(ABC) ein reguléres Dreieck ist.
Der Inkreis @ von f(ABC) beriihrt die Seiten in ihren Mittelpunkten. Folglich bertihrt
die Ellipse f~(Q) die Seiten von ABC auch in ihren Mittelpunkten. O

Abbildung 3.10: Existenz der Steiner-Ellipse.

Aufgabe 3.34. Zeige, dass die Steiner-FEllipse die grif$te Fldche unter allen in Dreieck
eingeschriebenen Ellipsen hat.

Das volumengrofite Ellipsoid in einer kompakten konvexen Teilmenge von R™ heifit
das John-Ellipsoid, [|.

Es stellt sich die Frage, wie viele eingeschriebenen Ellipsen hat ein Dreieck. Wir
kennen zumindest zwei: der Inkreis und die Steiner-Ellipse.

Proposition 3.35. Seien A’, B',C" Punkte auf den Seiten BC, CA, AB des Dreiecks
ABC. FEine in ABC eingeschriebene und in den Punkten A’, B',C’ tangentiale Ellipse
existiert genau dann, wenn

AC" BA" CB’

BC'" CA' AB’
Beweis. Um die Notwendigkeit der Bedingung (3.17) zu zeigen, wenden wir eine affine
Transformation f an, die die Ellipse auf ein Kreis abbildet. Die Tangentialpunkte des
Inkreises besitzen die Eigenschaft

FAF(C) = FAF(B), fFBI(C) = F(B)F(A), fO)f(A) = FC)f(B) (3.18)

Folglich

=1 (3.17)

FAFC) FBA) FOfB) _

FBYF(C)  F(O) (A A F(B)
(A)J(C) _ Ac’

Da die affinen Tranformationen die Teilungsverhaltnisse erhalten, gilt BT = BO
usw. Daraus folgt (3.17).
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Sei nun (3.17) erfiillt. Es geniigt die Existenz einer Affinitdt f zu zeigen, fiir welche
(3.18) gilt. Diese setzen wir als f = hg zusammen: g wird so gewéhlt, dass g(A)g(C’) =
g(A)g(B’), und h ist eine Streckung oder Stauchung in der zu f(B’)f(C") senkrechten
Richtung. O

Korollar 3.36. Sind A’, B', C', die Tangentialpunkte einer in Dreieck ABC einge-
schriebenen Ellipse, so schneiden sich die Geraden AA’, BB', CC' in einem Punkt.

Beweis. Bedingung (3.17) ist zur Existenz eines gemeinsamen Schnittpunktes von AA’,
BB’, CC'" nach dem Satz 2.50 von Ceva aquivalent. O

3.7 Satze von Brianchon und Pascal

Das Korollar 3.36 ist ein Spezialfall des folgenden Satzes.

Satz 3.37 (Satz von Brianchon). Sei ABCDEF ein um eine Ellipse umgeschriebenes
Sechseck. Dann schneiden sich die Segmenten AD, BE, CF in einem Punkt.

Das Sechseck darf in ein Finf-, Vier- oder Dreieck ausarten, indem ein oder mehrere
Paare von aufeinander folgenden Seiten kollinear werden, und die Ecke dazwischen zum
Tangentialpunkt wird.

Abbildung 3.11: Der Satz von Brianchon.
Der folgende Satz hat eine groe Ahnlichkeit mit dem Satz von Brianchon.

Satz 3.38 (Satz von Pascal). Sei ABCDEF ein in eine Ellipse eingeschriebenes Sechs-
eck. Dann liegen die Schnittpunkte der Paaren der gegeniiberliegenden Seiten auf einer
Geraden.

Das Sechseck darf in ein Finf-, Viel- oder Dreieck ausarten, indem ein oder mehrere
Paare von aufeinander folgenden Ecken zusammenfallen, und die sie verbindende Gerade
tangential zur Quadrik wird.

Der Zusammenhang zwischen den zwei Satzen wird im Abschnitt 4.5 erldutert.
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Abbildung 3.12: Der Satz von Pascal.

4 Polaritat beziiglich einer Quadrik

4.1 Symmetrische Bilinearformen und quadratische Formen

Im Folgenden bezeichnet « eine symmetrische Bilinearform auf R™ (siehe Definition
2.67), die nicht unbedingt positiv definit ist. Symmetrische Bilinearformen stehen in
einer Bijektion mit symmetrischen n x n-Matrizen:

alv,w) = v Aw

Wird w = v eingesetzt, so entsteht die mit a assoziierte quadratische Form a(v,v).
FEine symmetrische Bilinearform ist durch ihre assoziierte quadratische Form eindeutig
bestimmt:

a(v,w) = %(a(v +w, v+ w) — a(v,v) — a(w,w))

Beispiel 3.39. Bezeichnen wir v = (i), Vi = (21)
K3

e Die quadratische Form
CM('U,'U) = 1'2 - y2

ist mit der symmetrischen Bilinearform

a(vy,v2) = z122 — Y1Y2 (3.19)

assoziiert. Die Matrix dieser Form ist (é _01>

e Die quadratische Form a(v, v) = xy ist mit der symmetrischen Bilinearform a(vq, v2) =

5 0

N . (0 %
%(ZﬁlyQ + y1y2) assoziiert, mit der Matrix (1 2).
2

Definition 3.40. Fine symmetrische Bilinearform o heifft nicht-ausgeartet, wenn

Yo # 0 Jw sodass a(v,w) # 0 (3.20)
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Proposition 3.41. Eine symmetrische Bilinearform ist genau dann nicht-ausgeartet,
wenn thre Matrixz den vollen Rank hat.

Beweis. Bedingung (3.20) ist dquivalent zu v # 0 = v’ A # 0, und die ist dquivalent zu
rank A = n. O

Fiir eine nicht-ausgeartete Form kénnen Vektoren v # 0 existieren, fiir welche a(v,v) =
0. Das ist z. B. der Fall fiir & aus (3.19) und v = (1, —1)T. Solche Vektoren heiBen isotrop.

4.2 Orthogonalkomplement und konjugierte Durchmesser

Definition 3.42. Sei o eine symmetrische Bilinearform auf R™, und sei U < R" ein
Untervektorraum. Das Orthogonalkomplement beziiglich « wird definiert als

Ut = {weR"|a(v,w) =0 VYveU}
Proposition 3.43. Ist « nicht-ausgeartet, so gilt
dim U+ = n —dimU
Beweis. Sei vq,...,v; eine Basis von U. Dann
we Ut < vl Aw =0 Vi

Das ist ein lineares Gleichungssystem vom Rang k (da A nicht-ausgeartet und v; linear
unabhéngig sind), deswegen hat der Losungsraum Dimension n — k. O

Beispiel 3.44. Fiir a aus (3.19) und U = {x = y} ist Ut = U.

Jetzt konnen wir die konjugierten Durchmesser algebraisch behandeln. Sei « eine
nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform in R?. Dann ist

Q={peR*|a(p,p) =1} (3.21)

eine Quadrik in R?. Wir nehmen an, dass « nicht negativ definit ist, sodass Q # &. Fiir

v # 0 bezeichnen wir mit v+ die Gerade span(v)*.

Proposition 3.45. Seive R?, v # 0. Dann liegen die Mittelpunkte aller zum Vektor v

parallelen Sehnen von Q auf der Geraden v'.

Beweis. Sind p,p + Av € Q, so gilt
a(p,p) =1=ap+ \v,p + \v) = 2\a(p,v) + )\2a(v, v) =0

und folglich
a(p,v)

A=—2
a(v,v)

Der Mittelpunkt der Sehne [p,p + A\v] ist p + %v und wir haben

alv,p + %v) =« (v,p — ZEZ:Z; v) = a(v,p) —a(v,p) =0

Folglich p + %fu € vt O
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Das liefert uns auch einen neuen Beweis des Satzes 3.32. Und zwar, es gilt ¢ = span(v)
und /* = span(w) genau dann wenn «a(v, w) = 0. Folglich (¢*)* = /.

Konjugierte Durchmesser der Quadrik (3.21) werden von den Vektoren auf-
gespannt, die beziiglich o zueinander orthogonal sind.

Bemerkung 3.46. Eine Basis vy,...,v, von R" diagonalisiert die symmetrische Bili-
nearform «, wenn
0, firi##j
(v, v5) = e
A, fliri=j

Die Matrix von « beziiglich dieser Basis ist diag(\1,...,\,). Jede symmetrische Bili-
nearform kann diagonalisiert werden. (Fiir nicht positiv definite Formen ist es nicht so
leicht, Vorsicht vor isotropen Vektoren!)

Der Spektralsatz 3.18 ist deswegen zur gleichzeitigen Diagonalisierbarkeit des Ska-
larproduktes und einer Form « aquivalent.

4.3 Polaritat
Sei « eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf R™. Sie definiert eine Quadrik
Q:={peR" |a(p,p) =1} = {peR" [p'Ap=1}, rankA=n (3.22)

Beachte, dass jede Quadrik (3.7) mit
c bl
rank A = n, rank(b A) =n+1

durch eine Translation auf die Form (3.22) gebracht werden kann.

Definition 3.47. Sei L < R"™ ein affiner Unterraum mit 0 ¢ L. Der zu L beziiglich der
Quadrik (3.22) polar duale Unterraum ist definiert als

L*:={qeR" |a(p,q) =1Vpe L}
Fiir einen nulldimensionalen Unterraum L = {p} schreiben wir auch p° := {p}°.

Beispiel 3.48. Sei n = 2 und a(p,p) = {(p,p) (das heiBft A ist die Einheitsmatrix und
@ ist der Einheitskreis). Dann ist

p°={q| g =1}

die zu Op orthogonale Gerade durch den Punkt W, siche Abb. 3.13.

Proposition 3.49. Das polar duale L° zu einem affinen Unterraum L 3 0 ist selbst ein
affiner Unterraum 3 0. Es gilt auflerdem Folgendes:
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Abbildung 3.13: Polaritét beziiglich des Einheitskreises.

1. dmL°=n—dimL —1
2. (L°)° =L
3. L1 < Ly= L] o L5
Beweis. Sei dim L = k und (po, . .., px) eine affine Basis von L. Dann gilt
ge L° < a(pi,q) =1Yie{0,...,k}

Das ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem vom Rank k£ + 1, deswegen ist seine
Losungsmenge ein affiner Unterraum der Dimension n — k — 1, der 0 nicht enthélt.
Punkt 2. Es gilt L < (L°)°, denn

pe L= a(p,q) =1Yqe L° =pe (L°)°

Andererseits dim(L°)° =n— (n—k —1) — 1 =k = dim L. Deswegen L = (L°)°.
Punkt 3:

ge Ly = a(p,q) =1V¥peLy= alp,q) =1Vpe L = qe L]

4.4 Geometrische Eigenschaften der Polaritat

Die Hyperebene L = p° nennt man die Polare von p, beziehungsweise p = L° der Pol
von L.

Proposition 3.50. Ein Punkt liegt auf seiner Polare genau dann, wenn er auf der
Quadrik liegt:
peEP’ = peQ

Beweis. Per Definition gilt

pep’ e ap,p) =1lepe@
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Proposition 3.51. Liegt p auf @, so ist die Polare von p die Tangentialhyperebene zu
Q an p:
TpQ = po

Beweis. Aus Analysis ist uns bekannt, dass grad,, F' ein Normalenvektor zur Hyperfldche
F(z) = 0 am Punkt p ist (falls grad, F' # 0). In unserem Fall

F(z) =a(z,z)—1=x"Az —1

und die Differentiation ergibt
grad F' = 2Ax

also grad,, F' = 2Ap. Die Tangentialhyperebene 7,,Q besteht aus den Punkten ¢ mit
(grad, F',q) = (grad, F,p)
Wegen (Ap, q) = p' Aq ist das dquivalent zu a(p, q) = 1. O

Proposition 3.52. Schneidet eine Gerade ¢ = R? die ebene Quadrik Q in zwei Punkten,
so ist der Pol von £ der Schnittpunkt der Tangenten an @ durch diese Punkte.

=

s

Abbildung 3.14: Pol und Polare.

Beweis. Sei £ n Q = {q1,q2}. Nach Punkt 3. der Proposition 3.49 gilt
q,qeel=L"eq,l°eqg = =q¢Nng

Nach Proposition 3.51 ist g7 die Tangente zu @ an ¢;. Also ist der Pol von ¢ der Schnitt-
punkt dieser zwei Tangenten. O

Fiir eine Quadrik in R™, n > 2, gilt: alle Tangentialhyperebenen an ) durch ein
Punkt in L n @ enthalten den Unterraum L°.

Schneidet eine Gerade ¢ die Quadrik nicht, so kann man den Pol mit der folgenden
geometrischen Konstruktion finden. Wéhlen wir zwei Punkte g1, g2 € ¢. Die Polare von
q; konnen wir wie in der Proposition 3.52, als die Gerade durch die Tangentialpunkte
von Tangenten durch g; konstruieren. Dann ist der Schnittpunkt g7 n ¢5 der Pol von /,
siehe Abb. 3.15.

Bewegt sich der Punkt ¢ entlang der Geraden ¢, so geht die Verbindungsstrecke der
Tangentialpunkte von Tangenten durch g stets durch denselben Punkt, den Pol von /.
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Abbildung 3.15: Konstruktion des Pols von ¢ im Fall £ n Q = (.

Bemerkung 3.53. Polaritdt beziiglich einer Parabel und beziiglich nicht-zentrierter
Quadriken.

4.5 Duale Satze

In Dimension 2 besagt Punkt 3. der Proposition 3.49:

pel<l1°ep® (3.23)

Proposition 3.54. Aus dem Satz von Brianchon folgt der Satz von Pascal und umge-
kehrt.

Beweis. Seien p1,ps,p3,pa, s, ps Punkte auf einer ebenen Quadrik (). Der Satz von
Pascal besagt, dass die Schnittpunkte

pip2 N Ppaps, P2p3 N PsPe, P3P4 M PeP1 (3-24)

auf einer Geraden liegen. Um das aus dem Satz von Brianchon herzuleiten, betrachten wir
die Polaren der Punkte p;, ¢ = 1,...,6. Nach Proposition 3.51 sind sie zu ) tangential.
Das gibt uns ein umgeschriebenes Sechseck mit den Ecken p; n pf, ; = (pipi+1)°, siehe
Abb. 3.16.

Nach Brianchon schneiden sich die groflen Diagonalen dieses Sechsecks in einem
Punkt ¢. Andererseits ist der Pol der Diagonale durch (p1p2)° und (p4ps)° der Schnitt-
punkt der Geraden pips und p4ps:

(p1p2)° € ¢, (paps5)° € £ = L° € p1pa, L° € paps

Deswegen liegen alle drei Punkte (3.24) auf der Geraden ¢°.
Die Implikation Pascal = Brianchon wird analog bewiesen. O

Dieser Beweis illustriert einen allgemeinen Prinzip, der zu einem Satz den dualen
Satz formulieren lasst.

Folgt aus einer Voraussetzung eine Aussage, so folgt aus der dualen Voraus-
setzung die duale Aussage.
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Abbildung 3.16: Aquivalenz zwischen den Sitzen von Pascal und Brianchon.

Zwei Aussagen heiflen hier dual, wenn sie bei der Polaritdt beziiglich einer Quadrik
ineinander tibergehen. Die Aussagen {iber Punkte werden zu Aussagen iiber Hyperebenen
(Geraden in R?) und umgekehrt.

Wir kennen die folgenden Paaren von dualen Voraussetzungen/Aussagen:

e Geraden schneiden sich in einem Punkt < Punkte liegen auf einer Geraden.

e Punkt liegt auf der Quadrik < Gerade ist tangential zur Quadrik.

4.6 Geraden auf dem hyperbolischen Paraboloid und auf dem einscha-
ligen Hyperboloid

Das Einsetzen von y = x — ¢ oder y = —z + ¢ in die Gleichung
22 —y? =22 (3.25)
des hyperbolischen Paraboloids liefert 2cx — ¢? = 2z. Das beweist

Proposition 3.55. Fiir jedes c € R liegen die Geraden

CQ
yzac—c,z:cx—g und y=-—-x+c,z=cx

auf der Quadrik (3.25). Durch jeden Punkt geht eine Gerade aus der ersten und eine
Gerade aus der zweiten Familie. Jede Gerade aus der ersten Familie schneidet jede
Gerade aus der zweiten Familie.

2 .2
Beweis. Sei (0, yo, 0520) ein beliebiger Punkt auf (3.25). Man setze ¢; = o — yo und

co = xg + yo und erhalte zwei Geraden durch diesen Punkt. O

Das Einsetzen x = 1 in die Gleichung

2?4yt -2 =1 (3.26)
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liefert 2 — 22 = 0, d. h. z = +2. Wir haben also zwei Geraden
r=1Ly=2 und x=1y=—z2

die vollstandig auf der Quadrik (3.26) liegen und durch den Punkt (1,0,0) gehen. Durch
Drehung um die z-Achse finden wir ein Geradenpaar durch jeden Punkt (cost,sint,0).
Wird auch eine hyperbolische Drehung um die y-Achse ausgenutzt, so erhalten wir zwei
Geraden durch jeden Punkt auf (3.26).

Proposition 3.56. Auf dem Hyperboloid (3.26) gibt es zwei Familien von Geraden.
Durch jeden Punkt geht eine Gerade aus der ersten und eine Gerade aus der zweiten
Familie. Jede Gerade der ersten Familie schneidet jede Gerade der zweiten Familie oder
ist ithr parallel.

4.7 Beweis der Satze von Brianchon und Pascal

Beweis des Satzes 3.37. Da die Voraussetzung und die Aussage affin invariant sind, neh-
men wir an, dass die Ellipse der Einheitskreis mit Zentrum im Koordinatenursprung ist.
Dieser Kreis ist der Schnitt des Hyperboloids (3.26) mit der Ebene z = 0. Liften wir die
Geraden durch die Seiten des Sechsecks zu Geraden auf dem Hyperboloid, und zwar so,
dass die aufeinander folgenden Seiten zu Geraden aus unterschiedlichen Familien geliftet
werden. Siehe Abb. 3.17, wo /] zu einer Familie, £; zu der anderen Familie gehéren. Die
Punkte 4, ..., F sind die Schnittpunkte der aufeinander folgenden Geraden.

Abbildung 3.17: Beweis des Satzes von Brianchon.

Nach Proposition 3.56 liegt fiir jedes ¢ das Geradenpaar ¢F, €7 in einer Ebene H;.
Dabei sind diese Ebenen unterschiedlich. Wegen A € 01, D € {7 liegt die Gerade AD auf
H;. Andererseits A € (5, D € {5, also liegt AD auch auf Hs. Foglich

ADZHlﬂHQ, BE:HQQHS’ C’F:H:;F\Hl

Wenn die Ebenen Hi, Ho, Hj sich in einem Punkt schneiden, dann gehen die Geraden
AD, BE und CF alle durch diesen Punkt, und folglich schneiden sich die Projektionen
AD, BE, CF dieser Geraden in der Projektion dieses Punktes. Wenn die Ebenen sich
nicht in einem Punkt schneiden, dann sind ihre drei Schnittgeraden zueinander parallel.
Dann wéren ihre Projektionen auch zueinander parallel oder fielen zusammen. Allerdings
schneiden sich die Geraden AD und BE. O

72



Bemerkung 3.57. 5 Punkte definieren eine Quadrik in der Ebene

Konfokale Flichen zweiter Ordnung (was bedeutet hier konfokal?). Orthogonales
Netz aus Ellipsoiden, ein- und zweischaligen Hyperboloiden.

Fadenkonstruktion der Flachen zweiter Ordnung in [HCV73|.
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Kapitel 4

Projektive Geometrie

1 Projektive Ridume und projektive Abbildungen

1.1 Zentralprojektion zwischen affinen Unterraumen

Sei A ein 3-dimensionaler affiner Raum, und L1, Lo < A zwei nichtparallele Ebenen. Die
Zentralprojektion m, von L; auf Ly mit Zentrum a € A\(L; U L) soll jeden Punkt p € L
auf den Schnittpunkt der Geraden ap mit der Geraden Lo abbilden, siche Abb. 4.1.

Lo

e

12

e

p

Ta(p)

L

141

Abbildung 4.1: Zentralprojektion zwischen affinen Unterrdumen.

Aber das Bild 7, (p) ist nicht definiert, wenn die Gerade ap zu Ls parallel ist, d. h.
wenn p auf der Schnittgeraden ¢1 von L; mit der zu Lo parallelen Ebene durch a liegt.
Analog haben die Punkte auf o — Lo keine Urbilder, wobei £9 in der zu L1 parallelen
Ebene durch a liegt. Wir erhalten also eine Abbildung

7o L1\l1 — Lo, Bildm, = Lo\l (4.1)

Die Idee der projektiven Geometrie besteht darin, jede der Ebenen L und Lo durch
eine “Gerade im Unendlichen” 001, bzw. 009 zu ergénzen. Die Punkte von ¢; sollen dann
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auf die Punkte von o0y, die Punkte von o0y auf die Punkte von ¢ abgebildet werden.
Jeder Punkt von oo; entspricht einer zu L; parallelen Geraden durch a.

Es folgt, dass jede Gerade in L; genau einen Punkt im Unendlichen hat. Dabei gehen
parallele Geraden durch denselben Punkt im Unendlichen.

Eine projektive Ebene ist eine mit der “Geraden im Unendlichen” ergénzte
affine Ebene. Jeder Punkt im Unendlichen ist der Schnittpunkt eines Biindels
von parallelen Geraden.

Analog, ein 3-dimensionaler projektive Raum ist ein affiner Raum zusammen mit
einer Ebene im Unendlichen. Parallele Geraden schneiden sich in einem unendlich ent-
fernten Punkt, parallele Ebenen entlang einer unendlich entfernter Geraden.

Ein Nachteil dieser Beschreibung ist, dass sie die unendlich entfernten Elemente
auszeichnet. Sie sollen aber mit den endlichen Elementen gleichberechtigt sein, denn
sie konnen durch eine Zentralprojektion aufeinander abgebildet werden.

1.2 Projektivierung eines Vektorraums und projektiver Abschluss ei-
nes affinen Raums

Definition 4.1. Sei V' ein Vektorraum. Der zugehorige projektive Raum P(V) (die
Projektivierung von V') ist der Quotientenraum

P(V) = V\{0}/ ~, v~ fir\+0

Aquivalent, P(V) ist die Menge aller Geraden in V' durch 0.

Wir bezeichnen dim P(V) := dimV — 1.

Die Projektivierung von R**! wird mit RP™ bezeichnet: RP? ist die projektive Ebe-
ne, RP! ist die projektive Gerade.

Ist U < V ein Untervektorraum, so heifit P(U) < P(V) ein projektiver Unterraum
von P(V).

Proposition 4.2. Der Schnitt zweier projektiven Unterraume von P (V') ist wieder ein
projektiver Unterraum.
Ist V = U + Us, so gilt

dim(P(Uy) n P(U)) = dim P(Uy) + dim P(Uz) — dim P(V)

Beweis. Es gilt P(Uy) n P(Uz) = P(Up n Us). Der Rest folgt aus dim(U; n Us) =
dimU; +dim Uy — dim V. O

Insbesondere schneiden sich zwei Geraden in RP? immer in einem Punkt. In RP3
schneiden sich jede Gerade und Ebene in einem Punkt, und zwei Ebenen entlang einer
Geraden.

Definition 4.3. Ist A < V eine affine Hyperebene mit 0 ¢ A, so heifit P(V') ein pro-
jektiver Abschluss von A.
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Da jede Gerade durch 0 € V die affine Hyperebene A in hochstens einem Punkt
schneidet, erzeugt die Inklusion A < V eine injektive Abbildung A — P(V'). Das Bild
dieser Abbildung ist P(V)\P(U), wobei U c V der zu A parallele Untervektorraum ist.

Die inverse Abbildung

PV\PU) — A

heifit eine affine Karte von P(V).

Der projektive Raum P(U) ist die “unendlich entfernte Hyperebene” von A. Identi-
fiziert man A mit einer Teilmenge von P(V), so gilt P(V) = A u P(U), insbesondere
RP" = R" U RP™ .

1.3 Projektive Abbildungen und Zentralprojektionen

Eine mogliche Sichtweise auf die Zentralprojektion ist, sie als Abbildung zwischen zwei
affinen Karten eines projektiven Raums zu sehen. Ist in der Situation des Abschnitts
1.1 A = V ein Vektorraum und a der Nullpunkt, so gilt m,(p) = Ap. Das heifit, die
Abbildung 7, entspricht der Identitdatsabbildung

Llup(Ul)ZP(V)HP(V)ZLQUP(UQ)

Eine andere Sichtweise ist, den projektiven Abschluss A von A (und damit auch von
seinen Unterrdumen L; und Lg) zu bilden und die Zentralprojektion 7, als Abbildung
zwischen zwei projektiven Unterrdumen von A zu betrachten.

Sei V' 5 A ein Vektorraum, in welchem A eine affine Hyperebene (nicht durch 0) ist.
Bezeichnen wir

f{ := spanlq, f; :=spanls, @ := spana

Daa ¢ L;, sind die Untervektorraume 171 und @, bzw. f; und a komplementéir. Deswegen
ist die Parallelprojektion

ma: L1 — L
definiert (siehe Abschnitt 4.6). Wegen
Fa()\’u) = )\7['5(1))

bildet 73 eine Aquivalenzklasse beziiglich v ~ \v in eine Aquivalenzklasse. Das definiert

eine Abbildung
P(m3): P(L1) — P(Ls)

~

Proposition 4.4. Wird L;, i = 1,2 mit einer Teilmenge von P(L;) identifiziert, so ist
die Zentralprojektion (4.1) eine Einschrinkung der oben definierten Abbildung P(7y):

Ta = P(ma)|L,\0,

76



X

Lo

Abbildung 4.2: Zentralprojektion und Parallelprojektion.

Beweis. Da die Punkte a, p und 7,(p) auf einer Geraden liegen, gilt
Ta(p) = Aa+ (1= A)p
mit A # 1, weil a ¢ Lo. Folglich gilt

A _ Ta (p)

_ L
AT 1o

p+

Da m5(p) der einzige Schnittpunkt von p + @ mit Ly ist, folgt daraus

A
1—-A

und die Proposition ist bewiesen. ]

ma(p) = p + a ~ mq(p)

Definition 4.5. Seien V. und W zwei Vektorrdume und P(V'), P(W) die zugehdrigen
projektiven Raume. FEine projektive Abbildung P(V) — P(W) ist die Faktorisierung
einer injektiven linearen Abbildung f:V — W durch die Aquivalenzrelationen v ~ v,
W~ pw:

{0} —— w\{o}

l |

PV) —— P(W)

Wegen f(v) # 0 fir v # 0 und f(Av) = Af(v) ~ f(v) ist die Abbildung P(V) —
P(W) wohldefiniert.

Projektive Abbildungen P(V) — P(V) nennen wir projektive Transformationen. Sie
entstehen aus linearen Automorphismen f e GL(V).
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Proposition 4.6. Zwei Abbildungen f,g € GL(V) definieren dieselbe projektive Trans-
formation genau dann, wenn f = Ag fir ein A # 0.

Beweis. Ist f = Ag, so definieren f und g offensichtlich diegleiche projektive Transfor-
mation.
Ist f(v) ~ g(v) fiur alle v € V, so gibt es eine Funktion A: V' — R, sodass

f(v) = A(v)g(v) fir alleve V

Wir miissen zeigen A(v) = const. Es ist leicht zu sehen, dass A(puv) = A(v) gilt. Seien
v,w € V linear unabhéngig. Dann

flo+w) = Av+w)g(v+w) = Av+w)(g(v) + g(w))
und andererseits
flot+w) = f(v) + f(w) = Mv)g(v) + AMw)g(w)
Da f e GL(V), sind g(v) und g(w) linear unabhéngig, und es folgt
Av) = AMv +w) = ANw)
O
Korollar 4.7. Die Gruppe der projektiven Transformationen eines projektiven Raums

P(V) ist
PGL(V) := GL(V)/ ~
wobei f ~ g< IN#0 mit f = Ag.
Satz 4.8. Sei A c V eine affine Hyperebene in einem Vektorraum, 0 ¢ A. Die natiirliche
Inklusion A < P(V') macht die Gruppe der Affinitdten von A zu einer Untergruppe von

Projektivititen von P(V):
Affin(A) € PGL(V)

Dabei werden die Affinititen von A mit den Projektivitdten identifiziert, die die Hyper-
ebene im Unendlichen von A auf sich selbst abbilden:

Affin(A) = {f e PGL(V) | f(P(U)) = P(U)} (4.2)
wobei U <V der zu A parallele Untervektorraum ist.

Beweis. Es gilt
Affin(4) = {f € GL(V) | f(A) = A}
(siehe Proposition 2.58 sowie das letzte Drittel des Abschnitts 4.5). Das bildet Affin(A)
in GL(V') ab, wobei die Komposition
Affin(A) — GL(V) — PGL(V)

ein Monomorphismus ist.

Aus f(A) = A folgt f(U) = U, deswegen ist die linke Seite von (4.2) eine Teilmenge
der rechten Seite. Umgekehrt, besitzt f € GL(V) die Eigenschaft f(U) = U, so folgt

daraus f(A) = AA fiir ein A # 0. Das heift, die rechte Seite von (4.2) ist Teilmenge der
linken Seite. O
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1.4 Der Hauptsatz der projektiven Geometrie

Der Hauptsatz der affinen Geometrie 2.52 besagt, dass eine affine Abbildung durch
die Bilder der Punkten einer affinen Basis eindeutig bestimmt ist. In der projektiven
Geometrie gibt es einen dhnlichen Satz, nur hat man mehr Freiheit: statt n + 1 Punkt in
einem n-dimensionalen affinen Raum, kénnen wir die Bilder von n + 2 Punkte in einem
n-dimensionalen projektiven Raum festlegen. Diese n+ 2 Punkte sollen auch im gewissen
Sinne unabhéngig sein.

Definition 4.9. Sei V ein (n + 1)-dimensionaler Vektorraum und P(V') der entspre-
chende n-dimensionale projektive Raum. Eine projektive Basis von P(V) ist eine Folge
aus n + 2 verschiedenen Punkten

[vo], .- -, [vns1] € P(V)

mit der Figenschaft, dass jede (n + 1)-elementige Teilmenge von {vo,...,vpt1} < V
linear unabhdngig ist.

Eine projektive Basis ist wohldefiniert: werden andere Vertreter
Aivi, A\ #0,0=0,...,n+1

fir die Punkte [v;] € P(V) gewahlt, so sind die Vektoren A;vi;,..., A
dann linear unabhingig, wenn v;,,...,v;,,, es sind.

7;n+1 Uin+ 1 gena‘u

Satz 4.10 (Der Hauptsatz der projektiven Geometrie). Projektive Transformationen
bilden projektive Basen auf projektive Basen ab. Die Gruppenwirkung von PGL(V) auf
der Menge aller projektiven Basen von P(V') ist frei und transitiv.

Mit anderen Worten, fiir je zwei projektive Basen gibt es genau eine Projektivitét,
die das i-te Element der ersten Basis auf das i-te Element der zweiten Basis abbildet.
Ein Vektor A = (Ao, ..., Any1) € R"*2 wird eine lineare Abhéngigkeit von v, . .., U1 €
V' genannt, wenn
Aovo + -+ + Apgp1Unt1 =0

Die Menge der linearen Abhéngigkeiten ist die Losungsmenge dieses linearen Gleichungs-
systems, und damit ein Untervektorraum von R"*!. Spannen die Vektoren v; den Raum
V' auf, so ist die Dimension der Lésungsmenge gleich 1.

Lemma 4.11. Fir jede projektive Basis po,...,pp+1 von P(V) kénnen die Vertreter
VQy - -+, Unt1 €V s0 gewdhlt werden, dass

vg+ -+ Upg1 =0 (4.3)
Beweis. Seien uyg, ..., u,+1 beliebige Vertreter von pg,...,p,+1. Dann sind sie linear
abhingig: Agug + -+ + Apr1vpa1 = 0. Wéare ein \; = 0, so hétten wir eine lineare
Abhéngigkeit zwischen den restlichen n + 1 Vektoren u;. Also A; # 0 und wir kénnen
v; 1= A\ju; setzen. ]
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Korollar 4.12. Jede projektive Basis kann durch Vektoren vg,...,vn+1 reprisentiert
werden, fir die (4.3) die einzige bis auf Skalierung lineare Abhdingigkeit ist.

Beweis des Satzes 4.10. Das Bild einer projektiven Basis ist wieder eine projektive Basis,
weil lineare Automorphismen lineare Unabhéngigkeit erhalten.
Seien nun [vg], ..., [vn+1] und [wo], ..., [wni1] zwei projektive Basen. OBdA gilt

vo+ ...+ 01 =0, wo+...+wpy1 =0 (4.4)

Gesucht wird eine lineare Abbildung f € GL(V') mit der Eigenschaft f(v;) = Ajw;. Dann
hatten wir
0= f(v() + ...+ Un+1) =MWy + ... + Apr1Wpoi

Da aber > w; = 0 die einzige bis auf Skalierung lineare Abhéngigkeit von wj ist, folgt
daraus \; = A fur alle .

Andererseits definiert f(v;) := Aw;, ¢ = 0,...,n eine lineare Abbildung, und diese
Abbildung hat wegen (4.4) die Eigenschaft f(v,41) = Awp41. Dabei ist die Klasse [f] €
PGL(V) von der Wahl von A unabhéngig. O

Korollar 4.13. FEin belicbiges Viereck in der Ebene (keine drei Ecken liegen auf einer
Geraden) kann auf jedes andere Viereck (z.B. auf ein Quadrat) abgebildet werden.

Korollar 4.14. Seien A, B,C drei nichtkollineare Punkte in der Ebene, und sei M ein
Punkt, der nicht auf den Geraden AB, BC, CD liegt. Dann gibt es genau eine projektive
Transformation, die die Punkte A, B, C festhdlt und M auf das Baryzenter von A, B
und C abbildet.

Nicht alle Fiinfecke sind projektiv dquivalent. Das folgt ebenfalls aus dem Hauptsatz:
wenn wir die Bilder von 4 Ecken festlegen, dann haben wir keine Wahl mehr fiir das Bild
der fiinften Ecke.

1.5 Topologie der projektiven Raume

Unser Ziel hier ist, eine mehr oder weniger intuitive Vorstellung iiber Topologie der
projektiven Rédume zu gewinnen.
Erinnerung;:

RP" = R"™ 1N {0} /x ~ Az (4.5)

Die Quotiententopologie: eine Teilmenge U — RP™ heifit offen genau dann, wenn das
Urbild 7= Y(U) (mit 7: R**1\{0} — RP" der natiirlichen Projektion) offen ist.

Anschaulich: RP" ist die Menge aller Geraden in R™*! durch 0, und wir kénnen uns
gut vorstellen, was es heiflt, dass eine Folge von Geraden gegen eine gegebene Gerade
konvergiert. Mehr noch, es ist moglich, den Abstand zwischen zwei Geraden (den Winkel)
zu definieren. Und jede Metrik definiert eine Topologie.

Am Besten wire es, wenn wir aus jeder Aquivalenzklasse von (4.5) einen Vertreter auf
einer stetigen Weise wihlen konnten. Das wiirde RP™ als Teilmenge von R™*! realisieren.
Leider (oder gliicklicherweise?) ist es nicht moglich.
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Wir kénnen allerdings die Aquivalenzklassen von (4.5) verkleinern: auf jeder Geraden
{M | XA € R\{0}} gibt es zwei Punkte im Abstand 1 vom Nullpunkt. Alle Punkte im
Abstand 1 vom 0 bilden die Einheitssphére

S*: {z e R"™ | |z| = 1}
und der projektive Raum ist das Quotient der Sphére
RP" =S"/x ~ —x (4.6)

Der projektive n-Raum ist die n-Sphére mit identifizierten Antipodalpunk-
ten.

Schneiden wir die Sphére S™ entlang des Aquators oy = 0 in zwei Hemisphiren. Die
obere Hemisphére bezeichnen wir

St i={zxeS"|zy =0}

In jedem Paar von Antipoden {z, —x} liegt mindestens ein Mitglied in der oberen He-
misphére. Folglich kann S" in (4.6) durch S} ersetzt werden.

Topologisch gesehen ist S” eine n-Kugel (projiziere sie auf die Hyperebene g = 0).
Das gibt uns die folgende Darstellung des projektiven Raums.

RP" = B"/x ~ —z fiir x € 0B" (4.7)
wobei B" = {r e R" | |z| < 1} und 0B" = {xr € B" | |z = 1} = S" L.

Der projektive n-Raum ist die n-Kugel mit identifizierten Antipodalpunkten
des Randes.

Der Fall n = 1 ist einfach: die obere Hemisphére kann als Intervall [0, 7] darge-
stellt werden (die Winkelparametrisierung), und die einzige Identifikation ist 0 ~ 7. Die
projektive Gerade ist also zur Kreislinie homéomorph.

Der Fall n = 2. Die Verklebung B2/ ~ ist im dreidimensionalen Raum nicht méglich.
Wir beschreiben mehrere Moglichkeiten, sich einer Visualisierung der projektiven Ebene
anzundhern...

Die Kreuzhaube, die “rémische Fliche” von Steiner, die Boysche Fliache. Siehe [HCVT73].

RP3 ~ SO(3) Aus der Matrixdarstellung von SO(3) folgt eine Einbettung RP3 — R>.

Die Frage nach dem kleinstdimensionalen Euklidischen Raum R™, wo der projektive
Raum RP" eingebettet werden kann, ist ungelost. Zum Beispiel, fir n = 6 ist nur
9 < m < 11 bekannt.

Die Veronese-Einbettung, Einbettungssatz von Whitney.
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2 Inzidenzsatze und projektive Dualitat

2.1 Satze von Pascal und Brianchon fiir Kegelschnitte

Projektive Transformationen vereinfachen die Klassifikation der Quadriken. (Mehr dazu
im Abschnitt 3.4). Zum Beispiel sind alle eigentlichen Kegelschnitte zueinander projek-
tiv dquivalent. In der Tat, die Zentralprojektion von der Kegelspitze aus bildet einen

Kegelschnitt auf den anderen.
Sei f eine projektive Abbildung, sodass f(¢) = co. Dann bildet f eine Ellipse E auf

e eine Ellipse, falls £ n ¢ = F;
e cine Parabel, falls £ tangential zu E ist;

e eine Hyperbel, falls ¢ die Ellipse in zwei Punkten schneidet.

O O Q

Ellipse Parabel Hyperbel

Abbildung 4.3: Ellipse, Parabel und Hyperbel in der projektiven Ebene.

Aus der projektiven Aquivalenz der eigentlichen Kegelschnitten folgt es, dass die
Sétze von Pascal und Brianchon nicht nur fiir Ellipsen, sondern fiir alle eigentlichen
Kegelschnitte gelten.

Satz 4.15 (Satz von Pascal). Sei Q < R? ein eigentlicher Kegelschnitt, und seien p; € Q,
i1 =1,...,6 sechs unterschiedliche Punkte auf Q. Dann liegen die Schnittpunkte

q1 ‘= P1P2 N P4Ps, G2 ‘= P2P3 N PsPe, 43 ‘= P3P4 N PeP1

auf einer Geraden.
Dasselbe gilt, wenn ein oder mehrere Paare von aufeinander folgenden Punkten zu-
sammengfallen. Die Gerade p;p;+1 wird dann zu Tangente.

Dabei darf ein oder mehrere ¢; unendlich fern sein. Zum Beispiel, ist p1p2 || p4ps, so
ist g1 ein unendlich ferner Punkt, und der Satz besagt, dass ¢g2g3 zu den beiden Geraden
p1p2 und psps parallel ist. Aulerdem, diirfen ein oder mehrere p; unendlich fern liegen
(dafiir soll @ eine Parabel oder Hyperbel sein).

Satz 4.16 (Satz von Brianchon). Sei Q = R? ein eigentlicher Kegelschnitt, und seien
i, i =1,...,6 sechs unterschiedliche Tangenten zu Q. Dann gehen die Geraden

(51 062)(64 ﬁ£5), (62 063)(65 HEG), (63 054)(56 f\el)
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Abbildung 4.4: Der Satz von Pascal auf einer Hyperbel.

durch einen Punkt.

Dasselbe gilt, wenn ein oder mehrere Paare von aufeinander folgenden Tangenten zu-
sammenfallen. Ihr gemeinsamer Tangentialpunkt wird dann anstelle ihres Schnittpunktes
betrachtet.

Auch hier diirfen einige der Punkten oder Geraden unendlich fern sein.

In beiden Sédtzen ist die Reihenfolge der Ecken (bzw. der Tangentialpunkte) auf
dem Kegelschnitt unwesentlich: das war sie bereits in unserem Beweis des Satzes von
Brianchon. Siehe Abb. 4.4 fiir eine Variante des Satzes von Pascal auf der Hyperbel.

Aufgabe 4.17. Was wird aus dem Satz von Brianchon, wenn zwei gegeniiberliegende
Seiten zu Asymptoten einer Hyperbel werden? Benutze das, um einen neuen Beweis des
Satzes von Brianchon zu geben.

2.2 Satze von Pappos und Desargues

Satz 4.18 (Satz von Pappos). Seien 1 und {2 Geraden in der Ebene, und seien A,C, E €
ly und B, D, F € {5 sechs Punkte. Dann liegen die drei Schnittpunkte ABNDE, BCNEF
und CD n AF auf einer Geraden.

Erster Beweis. Die Segmente der Geraden ¢; und /s, auf welchen alle sechs Punkte
liegen, konnen durch einen eigentlichen Kegelschnitt approximiert werden. Zum Beispiel,
wenn die Geraden ¢; und /o sich schneiden, dann kénnen sie durch eine Hyperbel mit
Asymptoten ¢; und ¢ approximiert werden; wenn sie zueinander parallel sind, dann
durch eine Ellipse oder Parabel.

Sind A, B, Cn, Dy, E,, F, fur alle n € N Punkte auf einem eigentlichen Kegel-
schnitt, so liegen die drei Schnittpunkte A, B, "D, FE,, B,C, " E,F, und C,D, " A, F,
stets auf einer Geraden. Konvergieren die Folgen A,, — A usw., so konvergieren die ent-
sprechenden Schnittpunkte. Und der Grenzwert einer Folge von kollinearen Punktetri-
peln ist auch ein kollineares Tripel. O
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Abbildung 4.5: Der Satz von Pappos.

Zweiter Beweis. Wenden wir eine projektive Transformation an, die die Schnittpunkte
AB n DFE und BC n EF auf die unendlich ferne Gerade abbildet. Das heif3t, die Bilder
haben die Eigenschaft
A'B"|D'E', B'C"|E'F (4.8)

und wir miissen zeigen, dass auch A'F’ || C'D’ gilt.

Sind die Bildgeraden ¢} und ¢4 parallel, so entstehen zwei gleiche Dreiecke ABC' und
DEF. Folglich ist ACDF ein Parallelogramm, und A’F’, C'D’ sind parallel als seine
gegeniiberliegenden Seiten.

Schneiden sich #] und #5, so sei P der Schnittpunkt. Aus (4.8) folgt, dass die Dreiecke
PAB und PED, bzw. PBC und PFE &hnlich sind. Dann

PA PA PE PB PF PF
PC  PE PC PD PB PD
Folglich sind auch Dreiecke PAF und PCD é&hnlich, und A'F’ || C'D’. O

Satz 4.19 (Satz von Desargues). Seien {1, Uy, {3 drei sich in einem Punkt schneidende
Geraden, und seien A1AsAs, B1BoBs zwei Dreiecke sodass A;, B; € ¢; firi =1,2,3.
Bezeichne

Cl = A2B2 M Ang, CQ = A3B3 M AlBl, Cg = A1B1 M AQBQ
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Dann liegen die Punkte C1, Ca, Cs auf einer Geraden.

Yo

L]

Abbildung 4.6: Satz von Desargues.

Erster Beweis. Ahnlich zum Beweis des Satzes von Brianchon im Abschnitt 4.7, betrach-
ten wir die Desargues-Konfiguration als parallele Projektion eines dreidimensionales Bil-
des. Seien ¢}, ¢5, ¢4 nicht-komplanare Geraden, die auf ¢1, {2, {3 projizieren, und seien
Al B! die entsprechenden Punkte auf ¢;. Sei ¢ die Schnittgerade der Ebenen A} B{C]
und A5 B5C5. Dann liegen alle drei Schnittpunkte A;B; n A”B} auf der Geraden ¢/, und

folglich liegen die Punkte A;B; n A;B; auf der Projektion ¢ von ¢ O

Zweiter Beweis. Wenden wir eine projektive Transformation an, die die Punkte C; und
(9 ins Unendliche schickt. Das heift, fiir die Bilder gilt

AyAy || ByBy,  A3A) || ByB) (4.9)
und es soll gezeigt werden, dass A} AY || BBS. Sind die Geraden ¢}, ¢, {5 parallel,
so folgt aus (4.9), dass Dreieck BjBjBj das Bild von A} A} A% unter einer Translation
ist. Also A} A, | B{Bj. Sind die Geraden nicht parallel, so folgt es, dass die Dreiecke

homothetisch sind, und dann ebenfalls A} A5 || B]Bj.
O

2.3 Projektive Dualitat
Definition 4.20. Der duale projektive Raum zu P(V') ist P(V*), wobei
V*={w: V > R |w linear}

der zu V' duale Vektorraum ist.
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Erinnerung: der Annihilatorraum eines Untervektorraums U < V ist
U i={weV*|wl)=0YveU}

Definition 4.21. Fiir jeden projektiven Unterraum L = P(V') wird der duale Unterraum
L° < P(V*) definiert als
L°:= P(U?)

wobei L = P(U) ist.

Die projektive Dualitdt hat dieselben Eigenschaften, wie die Polaritdt beziiglich ei-
ner Quadrik im affinen Raum, siehe Proposition 3.49. Allerdings gibt es jetzt keine
Einschrédnkung auf den Unterraum (im affinen Fall durfte der affine Unterraum nicht
durch 0 gehen), und man braucht keine Quadrik, um die Dualitat zu definieren.

Die projektive Dualitét ermoglicht es, Inzidenzsétze zu dualisieren.

Aufgabe 4.22. Man zeige, dass der Satz von Pappus zu sich selbst, und der Satz von
Desargues zu seiner Umkehrung dual ist.

3 Koordinaten im projektiven Raum

3.1 Homogene Koordinaten

Definition 4.23. Mit (xo: x1 : ... : x,) bezeichnen wir die Aquivalenzklasse des Punktes
0 # (w0, 21, - .., Ty) € R beziiglich der Relation x ~ A\x. Das heifit,

(xo:xyp:...imy) = (Azg : Az ... Axy)
Die der affinen Hyperebene

A={zeR" |zy=1}
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entsprechende affine Karte auf RP" hat die Form

x x
(xglez...;xn)H<x(1),...,£> (4.10)
mit der inversen Abbildung
(@1, yxn) = (Lixy oo xy) (4.11)

3.2 Projektive Transformationen in Koordinaten
Sei f € GL(n + 1) ein linearer Automorphismus mit der Matrix

app -.- Qon

anpo .- Qpnp

Die entsprechende projektive Transformation ist

[fI(zo:x1:...:xy) = (agozo + ao1z1 + - - + apn®y :

100 + a11T1 + -+ ApTy ¢ e ARoTo F Q1T+ 0 F A Tn)

Durch Komposition mit den Abbildungen (4.11) und (4.10) erhalten wir die Abbildung

des affinen Raums A:
a10ta11T1+ - +a1nTn
apo+ap1xr1+-+aonTn

— : (4.12)

ano+tan1Z1+--+annTn
apo+ap1x1+--+aonTn

Die Abbildung (4.12) ist nur auf A\L definiert, wobei

z1

In

L={xeAlap+ anxi+ -+ agppx, = 0}

Das ist die Hyperebene, die “ins Unendliche geschickt” wird. Sind alle ag; = 0 fiir ¢ > 1,
so ist notwendigerweise agp # 0 (sonst ist f ¢ GL(n + 1)). Dann ist L = ¢, und die
Abbildung [f]|4 ist affin. Siehe auch den Satz 4.8.

Aufgabe 4.24. Beschreibe das Bild der unendlich fernen Hyperebene unter der Abbil-
dung (4.12).

Ist n =1, so wird (4.12) zu
ar + b
cx+d’

Projektive Transformationen einer Geraden entsprechen also den gebrochenen linearen
Funktionen auf R. Der projektive Abschluss RP! = R U o0 macht die Abbildung (4.13)
zu einer Bijektion

€T +—>

ad —be # 0 (4.13)

d
Ruow—-RuUow, oo»—»g,—fHoo
c ¢
Korollar 4.25. Die gebrochene lineare Funktionen bilden eine Gruppe, die isomorph
zu PGL(2) ist. Die Komposition der gebrochenen linearen Funktionen entspricht der

Matrizmultiplikation in GL(2).
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3.3 Projektive Unterraume in Koordinaten

Erinnerung: ein projektiver Unterraum von P(V) ist die Projektivierung eines Unter-
vektorraums von V.

Da jeder Untervektorraum von R™*! die Losungsmenge eines homogenen linearen
Gleichungssystems ist, wird der entsprechende projektive Unterraum von RP” mit dem-
selben Gleichungssystem beschrieben, wobei die Unbekannten nun als homogene Koor-
dinaten aufgefasst werden sollen. Insbesondere kann jede projektive Hyperebene in RP"
beschrieben werden als

H={(xog:x1:...:2,) ERP" | apxo + a1x1 + ... + anTn}
Der Schnitt von H mit dem affinen Raum A = {x € R""! | zg = 1} ist
HrnA={(z1,...,2p) € A| ap+ a121 + ... + anxy}

Er ist leer genau dann, wenn H = P(U) die Projektivierung des zu A parallelen Un-
tervektorraums ist. Anderenfalls ist H n A ein (n — 1)-dimensionaler affiner Unterraum
von A.

Die Umkehrung der obigen Konstruktion ordnet jedem affinen Unterraum L von A
einen projektiven Unterraum L von RP™ zu. Ohne Koordinaten kann L als der projek-
tive Abschluss von L mittels Vektorraums spanL < R"™*! beschrieben werden. Mittels
homogener Koordinaten erhilt man L aus L indem man das Gleichungssystem fiir L

aio + a1 + -+ apz, =0, i=1,...k
durch das Gleichungssystem
aijoxo + a;1x1 + -+ + Aipxn =0

ersetzt. Diese Prozedur wird Homogenisierung eines linearen Gleichungssystems genannt.

3.4 Projektive Quadriken

Wir beginnen mit einer koordinatenfreien Definition der projektiven Quadriken.

Definition 4.26. Sei a eine symmetrische Bilinearform auf einem Vektorraum V. Dann
heifit die Menge
N(a) :={[v] € P(V) | a(v,v) = 0}
die mit a assoziierte Quadrik im projektiven Raum P(V').
Wegen a(v,v) = 0 < a(lv,\v) = 0 fir A # 0 ist die Menge N(«) wohldefiniert.
Beachte, dass die Bilinearform « keine Funktion auf P(V') definiert!
Ist V = R""! 50 ist jede symmetrische Bilinearform ein homogenes Polynom vom

Grad 2 in kartesischen Koordinaten. Dementsprechend kann jede Quadrik als die Lo-
sungsmenge einer homogenen quadratischen Gleichung dargestellt werden:

n
Q={(xo:a1:...:xn) ERP™ | Y agwixj = 0} (4.14)
i,j=0
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Proposition 4.27. Sei A ¢ P(V) eine affine Karte in einem projektiven Raum, und
sei Q < P(V) eine projektive Quadrik. Dann ist der Schnitt Q n A eine affine Quadrik.
Jede affine Quadrik in A ist der Schnitt von A mit einer projektiven Quadrik.

Beweis. Sei dimV = n + 1. Durch die Wahl einer Basis von V identifizieren wir V' mit
R™*! und schreiben die Quadrik @ als (4.14). Der Schnitt A n Q ist die Losungsmenge
der Gleichung

n n
ago + 2 2 ap;T; + Z Qi TiT5 = 0 (4.15)
i=1 i,j=1
(Hier sind x1,...,x, die Koordinaten in A beziiglich des Koordinatensystems mit Ur-

sprung ep und Basis ey, ..., e,.) Folglich ist A n @ eine affine Quadrik.

Jede affine Quadrik wird durch eine Gleichung der Form (4.15) beschrieben. Folglich
ist sie der Schnitt von A mit der projektiven Quadrik, die durch die homogenisierte
Gleichung beschrieben wird. O

Beispiel 4.28. Sei A = {(z,y,2) € R? | z = 1}. Die projektive Quadrik

2?4yt —22=0 (4.16)
entsprich der affinen Quadrik in A mit der Gleichung

2+’ —1=0

Geometrisch entspricht das einem ebenen Schnitt des Kegels (4.16). Wird die affine
Ebene A anders gewahlt, so entsteht ein anderer eigentlicher Kegelschnitt.

Satz 4.29. Fir jede projektive Quadrik Q < RP™ gibt es eine projektive Transformation
fePGL(n+1), sodass das Bild f(Q) eine Gleichung in der folgenden Normalform hat:

a:g—s—x%—i—---Jra:z—x%H—-~~—x%+l=0 (4.17)
Hier sind k,1 =20, k+1 < n.

Beweis. Das folgt aus der Diagonalisierbarkeit der symmetrischen Bilinearformen, siehe
Bemerkung 3.46.

Mit einem kleinen Umweg kann das, analog zum Satz 3.19, aus dem Spektralsatz
3.18 hergeleitet werden: zuerst wird eine orthogonale Transformation angewendet, die
die Gleichung in die Form

2 2 2 2 2
on Xy ZL‘k ':Ek‘-i-l xk_,'_l .
94_;4_..._}_&72_0’2 _..._GT_()
0 1 k k+1 k+1
bringt, und dann die affine Transformation mit der Matrix diag(%, ce ﬁﬂ, 1,...,1).
O

89



3.5 Polaritat beziiglich projektiver Quadriken

Wir haben im Abschnitt 2.3 die Dualitéit zwischen projektiven Unterrdumen von P(V)
und projektiven Unterrdumen von P(V*) definiert. Ahnlich wie eine nicht-ausgeartete
quadratische Form einen Isomorphismus zwischen V und V* definiert, erlaubt sie uns,
eine Dualitat (Polaritdt) zwischen den projektiven Unterrdumen eines und desselben
projektiven Raums zu definieren.

Definition 4.30. Sei o eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V. Fir
jeden projektiven Unterraum L = P(U) < P(V) definieren wir den beziiglich o polar
dualen Unterraum als

L°:= P(UY)

wobei UL < U das Orthogonalkomplement zu U beziiglich « ist, siehe Definition 3.42.
Es gilt
dim L° = n —dim L — 1, wobei n = dim P(V)
(L°)° =1L
Lyc Ly= L] >L;

Beispiel 4.31. Sei V = R? und « die Form x122 + y1y2 + 2122, d. h. das Standards-
kalarprodukt. Dann ist der Punkt (a : b : ¢) € RP? dual zur projektiven Geraden
axr + by +cz = 0.

Auf die affine Ebene z = 1 eingeschréankt ordnet diese Dualitat jedem Punkt (a,b)
die Gerade ax +by+ 1 = 0. Jede Gerade, die nicht durch den Koordinatenursprung geht,
ist zu einem Punkt dual. Die Geraden durch den Usprung sind zu den unendlich fernen
Punkten dual.

Sei Q < R™ eine nicht-ausgeartete affine Quadrik mit Zentrum in 0:
Q={zeR"|a(x,x) =1}, ranka=n (4.18)
Die Polaritét beziiglich einer affinen Quadrik wurde definiert als
L° ={yeR"|a(zr,y) =1Vze L}

(wobei der affine Unterraum L nicht durch 0 geht). Wir wollen nun zeigen, dass die affine
und projektive Polaritdten miteinander vertréiglich sind.

Proposition 4.32. Sei « eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform aufR™, und
Q < R"™ die entsprechende Quadrik (4.18). Sei Q < RP™ der projektive Abschluss der
Quadrik Q. Dann gilt fir jeden affinen Unterraum L < R™ mit 0 ¢ L

I° = (L)

Hier ist L der projektive Abschluss eines affinen Unterraums, und die projektive Polaritt
wird beziiglich der Quadrik Q betrachtet.
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Beweis. Da die beiden projektiven Unterrdume diegleiche Dimension haben, geniigt es,
die Inklusion (L)° = L° zu beweisen.
Die Quadrik @ entsteht durch Homogenisierung der Gleichung von Q:

Q:{(:cg:xl:...:xn)eRP"\a(CL‘,m):$3}

wobei = (z1,...,2,) € R". Sei & = a — x% die entsprechende quadratische Form in
R+, Zwei Vektoren (1,z) und (1,y) € R™*! sind beziiglich & genau dann orthogonal,
wenn «(z,y) = 1 ist. Daraus folgt

(1:y)e(L)°=a(z,y) =1VreL=ye L’ = (1:y)eL°

Fiir jedes (0:y) € (L)° gilt

0 =a((1,2),(0,y) = a(z,y)

fir alle x € L. Wahle z € L° beliebig. Dann gilt a(z, 2) = a(z,z —y) = 0, und folglich

y =z —tmit z,t € L°. Aber jedes solche (0 : z —t) ist ein Element von L. O

Die projektive Polaritdt erlaubt es, die affine Polaritit beziiglich nicht-zentrierter
Quadriken zu definieren.

Beispiel 4.33. Betrachten wir die Parabel 2 — 2y = 0 in R?. Durch Homogenisie-
rung entsteht die quadratische Form 22 — 2yz in R® mit der assoziierten symmetrischen
Bilinearform

T1T2 — Y122 — Y221

Die dem Vektor (a, b, ¢) beziiglich dieser Form orthogonale Ebene hat die Gleichung
ar —bz—cy=20

Kehren wir zuriick in die affine Ebene z = 1, so wird auch ¢ = 1 gesetzt, und jedem
Punkt (a,b) € R? die Gerade ax — b —y = 0, d. h. y = az — b zugeordnet. Das ist die
Polaritét beziiglich der Parabel 22 — 2y = 0.

3.6 Konjugierte Durchmesser und projektive Polaritit

Die Polaritit beziiglich einer projektiven Quadrik gibt den konjugierten Durchmessern
(siehe Abschnitte 3.5 und 4.2) eine neue Interpretation.

Proposition 4.34. Sei o eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf R? und
Q = {r e R" | a(x,z) = 1} die entsprechende affine Quadrik. Die Vektoren v,w € R?
definieren konjugierte Durchmesser von @ genau dann, wenn die Gerade durch 0 mit
dem Richtungsvektor w die Polare des unendlich fernen Punktes (0 : v) beziglich der
projektiven Quadrik Q < R? ist.
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Uy

b

Beweis. Die Polare des Punktes (0 : v) beziiglich der projektiven Quadrik Q = {(xo :
z) | a(z,r) = 2} hat die Gleichung a(v,x) = 0. Sie ist also durch den zu v beziig-
lich « orthogonalen Vektor w aufgespannt, und orthogonale Vektoren entsprechen nach
Proposition 3.45 konjugierten Durchmessern. O

Proposition 4.35. Sei p € R? ein Punkt auferhalb einer Quadrik Q. Seien ¢1 und fo
zwei Geraden durch p, die Q in den Punkten ai,by bzw. as, by schneiden. Dann liegt der
Schnittpunkt der Geraden ajas und b1bs auf der Polare von p beziglich Q.

Beweis. Betrachte im projektiven Abschluss eine affine Karte, die p zu einem unendlich
fernen Punkt macht. Dann sind die Geraden ¢1 und ¢ parallel, ajasbob; eine Trapez, und
ihre Diagonalen, bzw. die Verlangerungen ihrer Schenkel schneiden sich auf der Geraden
durch die Mittelpunkte der Grundseiten. Diese Gerade definiert aber genau den zu den
Richtungen von ¢; und ¢2 konjugierten Durchmesser. O

Das fiihrt zu der folgenden Konstruktion der Polare.

Korollar 4.36. Um die Polare eines Punktes p zu konstruieren, nehme zwei beliebi-
ge Geraden durch p, die Q jeweils in zwei Punkten ai,by, bzw. a2,by schneiden, und
markiere die Punkte

q = ajag N blbz, r = a1b2 M a2b1

Dann ist die Gerade qr die Polare von p.
Beweis. Da die Punkte b; und by vertauschbar sind (gerade deswegen wussten wir im

obigen Beweis nicht, ob ajas und b1by Diagonalen oder Schenkel sind), liegt auch der
Schnittpunkt von a1by und a9by auf der Polare von p. O

Beachte, dass die Gerade pq die Polare von r, sowie pr die Polare von ¢ ist. Auflerdem
geht die Gerade ¢r durch die Tangentialpunkte der Tangenten durch p zu Q.
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4 Das Doppelverhiltnis

4.1 Geometrischer Zugang

Affine Transformationen erhalten Teilungsverhéltnisse, projektive nicht. Wir werden
jetzt studieren, wie die Teilungsverhéltnisse bei Zentralprojektion verzerrt werden.

Abbildung 4.7: Teilungsverhéltnis unter einer Zentralprojektion.

Proposition 4.37. In den Bezeichnungen der Abb. 4.7 gilt

A'C" AC  sinf sing
B'C' " BC sind/ ~sina

Beweis. Nach dem Sinussatz gilt

AC  AC OC sinp sinf sinfi sing

BC  OC BC sina siny sina singy

A'C! _ sinf’  singp
Analog’ B'C" ~ sind ~ sing’

und die Behauptung folgt. O
Bemerkenswert ist, dass der Verzerrungsfaktor :iﬁ g - :igg des Teilungsverhaltnisses
von Punkten A, B, C vom Punkt C nicht abhéngt. Wird ein vierter Punkt D € ¢ gewéhlt
mit dem Bild D’ € ¢, so gilt auch

A'D" AD  sinf’ sinf
B'D'’ " BD sind " sina

Daraus folgt

A'C" A'D" AC  AD

B'C" B'D' BC  BD
Dieses Verhéltnis zweier Teilungsverhéltnisse wird das Doppelverhdltnis von Punkten A,
B, C, D genannt. Wir haben gerade Folgendes bewiesen.
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Satz 4.38. Das Doppelverhdltnis von vier kollinearen Punkten ist invariant unter Zen-
tralprojektionen.

Jede projektive Transformation kann als Komposition von Zentralprojektionen dar-
gestellt werden. Das kann aus Proposition 4.4 und Satz 2.66. Also kénnen wir schlielen,
dass das Doppelverhéltnis unter allen projektiven Transformationen erhalten bleibt.

Im néchsten Abschnitt gehen wir das Doppelverhéltnis von einer anderen Seite an.

Wenn die Punkte A, B,C, D durch ihre Koordinaten a,b, ¢, d beziiglich eines Koor-
dinatensystems auf der Geraden ¢ dargestellt werden, dann lautet die obige Definition
wie folgt.

Definition 4.39. Das Doppelverhéltnis von vier verschiedenen Zahlen a,b,c,d € R wird
definiert als
a—c a—d (a—c)(b—d)

DV(a,bi¢,d) i= 3 —: o — = (a—d)(b—c)

4.2 Doppelverhiltnis als Koordinate auf einer projektiven Geraden

Seien p1,p2,ps und p vier verschiedene Punkte auf einer projektiven Geraden P(L).
Dann bilden p;, ps und ps eine projektive Basis von P(L), und dem Punkt p kann
eine “Koordinate” beziiglich dieser Basis zugeordnet werden. Diese Koordinate ist das
Doppelverhéltnis der vier Punkte p, p1, p2, ps.

Definition 4.40. Fir eine projektive Basis (p1,p2,p3) einer projektiven Geraden P(L)
sei I: P(L) — RP! der projektive Isomorphismus definiert durch

I(p1) =1, I(p2)=0, I(p3)=00 (4.19)

Dann definieren wir fiir jeden p € P(L) mit p ¢ {p1,p2,p3}:

DV (p, p1;p2,p3) := I(p) € R\{0,1}

Das Doppelverhéltnis ist wohldefiniert, weil es nach dem Satz 4.10 genau eine Ab-
bildung I mit den Eigenschaften (4.19) gibt.

Die Definition des Doppelverhéltnisses kann auf 4 kollineare Punkte im projektiven
Raum P (V') von beliebiger Dimension erweitert werden, indem man die von den Punkten
aufgespannte projektive Gerade auf RP! abbildet.

Ein Vorteil der Definition 4.40 ist, dass aus ihr die projektive Invarianz des Doppel-
verhéltnisses unmittelbar folgt.

Satz 4.41. Sei f: P(V) — P(W) ein projektiver Isomorphismus. Dann gilt

DV (f(po), f(p1); f(p2), f(p3)) = DV(po, p1; p2, p3)

fiir jedes Quadrupel paarweise verschiedener kollinearer Punkte po,p1,p2,ps € P(V).
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Beweis. Sei P(L) c P(V) die von py, p1, p2, p3 aufgespannte projektive Gerade. Dann ist
f(P(L)) = P(L') eine projektive Gerade in P(W). Jeder Isomorphismus I: P(L) — RP!
erzeugt einen Isomorphismus

I'=1I:f' P(L)—RP!

Wenn I die Punkte p1, p2, p3 auf die “projektive Standardbasis” (1,0, 00) wie in (4.19)
abbildet, dann gilt

I'(f(p1)) =1, I'(f(p2)) =0, I'(f(p3)) =0
und folglich
DV(f(po), f(p1); f(p2), f(p3)) = I'(f(po)) = I(po) = DV(po, p1,p2,p3)
O

Proposition 4.42. Definitionen 4.39 und 4.40 sind dquivalent. Das heif$t, fir jede affine
Karte auf der projektiven Geraden P(L), die die Punkte p, p1, p2, p3 enthdlt und fir
jedes Koordinatensystem auf dieser Karte gilt

PV = e

wobei x,x1, 9, x3 die Koordinaten von p, p1,ps,p3 sind.

Beweis. Wird auf P(L) ein affines Koordinatensystem gewéhlt, so hat jeder projektive
Isomorphismus P(L) — RP! die Form

ar+b
cr +d

€T +—

Wir suchen einen solchen Isomorphismus mit

axl—l—b_l ax2+b_ axg—i-b_
cx1+d ) cxa+d  cxzs+d

Das ergibt ein lineares Gleichungssystem beziiglich a, b, ¢, d:
ari+b=cri+d, ars+b=0, crx3s+d=0
Das Eliminieren von b und d aus der ersten Gleichung ergibt
ar] — axry = Ccr] — Cx3

Also
r1 — T2

b= —axy, c=a ,
1 — T3 1 — T3
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Daraus folgt
axr — b ar — ars Tr— Ty X1 — I3

cx —d a8 =Ry — qrzTi=E2 T —T3 T1— X9
xr1—T3 xr1—T3
und, nach Definition 4.40

ar —b _ (x — x9)(x1 — x3)

DV ; -
(7,215 22, 73) cx—d  (x—x3)(r1 — 22)

O]

Bemerkung 4.43. Die Beschreibung des Doppelverhéltnisses als Koordinate auf einer
projektiven Geraden beziiglich einer projektiven Basis hat folgende Analogien.
Das Teilungsverhéltnis von drei Punkten p, pi, p2 auf einer affinen Gerade ¢ ist

Xr — X9

TV(p,p1,p2) := v — 7o

Hier sind x, x1, x2 die Koordinaten von p, p1, pe beziiglich eines beliebigen Koordina-
tensystems auf der Geraden. Gleichzeitig gilt

TV (p,p1,p2) = 1(p)

wobei I: ¢ — R der affine Isomorphismus mit I(p;) = 1, I(p2) = 0 ist.

Die Koordinate eines Vektors v in einem eindimensionalen Vektorraum V beziiglich
der Basis e (bestehend, natiirlich, aus einem einzigen Vektor) ist die Zahl A € R mit der
Eigenschaft v = Ae. Gleichzeitig gilt

A=1I(v)

wobei I: V' — R ein Vektorraumisomorphismus mit I(e) = 1 ist.

4.3 Symmetrien des Doppelverhéltnisses

Proposition 4.44. Sei A := DV (ay, ag;as,aq). Dann gilt

1

DV(ag,al;ag,a4) = DV(al,ag;a4,a3) = X (4.20)
DV(al, as; ag, a4) =1-=-A (4.21)

_ (a1—a3)(az—as)

(a1=as)(as—az) recht einfach.

Beweis. Gleichungen (4.20) folgen aus DV (aq, ag; as, aq)
Fiir (4.21) braucht man eine etwas langere Rechnung:

(a1 —ag)(az —as) (a1 —az)(as — as)
(a1 —aq)(az —az) (a1 — as)(as — a2)
(ar1a9 + azaq — ajaq — azaz) — (a1as + agzaq — ajaq — agag)

(a1 — aq)(az — a3)
a1ao + azaq — a1a3 — a204

T (@ —am—as)

DV (a1, a2;as,as) + DV(a1,as; a2, a4) =

O]
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Da die Transpositionen (12), (23) und (34) die ganze symmetrische Gruppe Sy erzeu-
gen, folgen aus Proposition 4.44 die Transformationsformeln fiir DV(a,(1), @ (2); @o(3)s Qo (4))
fir alle o € Sy. Zum Beispiel,

1

DV (ag, a1; a4, a3) = DV(ay.az s ) DV (a1, az;as3,a4) = A

DV (as,aq;a1,a2) = 1-DV(as, ai;aq,a2) = 1—-DV(aq,as; az,a4) = 1—(1-DV(ay, az; as,aq)) = A

DV(ag,as;ai,as) =1 —DV(ag,a1;a3,a4) =1 — %
Proposition 4.45. Es existiert ein Gruppenhomomorphismus
f: 84— PGL(2), o~ f,: RP' - RP!
mit 1
fayAN) = fay(N) =+, fes(A) =1-2A (4.22)

A
Dabei Ker f = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} und Bild f = Ss.

Beweis. Setzen wir

fo(DV (a1, az;a3,a4)) = DV(as(1), Gg(2); Go(3)s Go(4)) (4.23)

Dann ist f, € PGL(2), weil f(19), f(23) und f(34) nach Proposition 4.44 zu PGL(2) geh6ren
und weil die Transpositionen (12), (23), (34) die Gruppe Sy erzeugen. Dass f,o fr = foor
gilt, folgt unmittelbar aus (4.23).

Oben haben wir festgestellt, dass (12)(34) € Ker f und (13)(24) € Ker f. Die Permu-
tation (14)(23) ist ihre Komposition, und daher liegt auch im Kern. Da Bild f mindestens
sechs Elemente enthalt:

1 1 1 A
id, A —, A—1=XA A—1l—= Ao —0 A —
fid, % ’ \ -\ o1
hat der Kern genau vier Elemente, und das Bild sechs.
Das Bild ist zu S5 isomorph, weil es nur zwei sechselementige Gruppen gibt: die
zyklische und S3. Die zyklische enthélt aber nur ein Element der Ordnung 2, wir haben

mindestens zwei: \ — % und A — 1 — . O

(4.24)

Die folgende Beobachtung liefert einen expliziten Isomorphismus zwischen der Grup-
pe (4.24) und Ss.

Proposition 4.46. Die Gruppe (4.24) wirkt frei und transitiv auf der Menge {0, 1, c0}.

Beweis. Das kann natiirlich direkt iiberpriift werden.

Andererseits, da DV (a1, az; as, as) € RP'\{0,1, 00} und dort beliebige Werte anneh-
men darf, bildet jede der Projektivititen (4.24) die Menge RP'\{0, 1,0} auf sich selbst.
Daraus folgt, dass sie auch die Menge {0, 1,00} auf sich selbst abbilden. Das gibt uns
eine Gruppenwirkung. Sie ist frei, weil jede Projektivitit von RP!' mit drei Fixpunkten
eine Identitat ist. Sie ist transitiv, weil eine injektive Abbildung einer sechselementiger
Menge in eine sechselementige surjektiv ist. O
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4.4 Harmonische Punktepaare und vollstandiges Vierseit

Definition 4.47. Seien pg, p1, p2, ps vier verschiedene kollineare Punkte im projektiven
Raum. Man sagt, dass die beiden Punktepaare {po,p1} und {p2,p3} harmonisch liegen
oder sich harmonisch trennen, wenn

DV (po, p1;p2,p3) = —1

Es ist erlaubt, von ungeordneten harmonischen Punktepaaren zu reden, weil wegen
4.44 gilt

DV (po, p1;p2,p3) = —1 < DV(p1, po; p2,p3) = —1
< DV(po,p1;p3,p2) = —1 < DV(p1, po; p3, p2) = —1

und DV (po, p1; p2,p3) = DV(p2, p3; po, p1)-

Proposition 4.48. Trennen sich {po,p1} und {p2, ps} harmonisch, so ist po das Mittel-
punkt des Intervalls popy1 in jeder affinen Karte, wo p3 = o0.

Beweis. Nach Definition 4.40 ist —1 = DV (po, p1; p2, p3) die Koordinate von py in einem
Koordinatensystem, wo p; und ps Koordinaten 1 bzw. 0 haben, und ps unendlich fern
ist. Dann ist po = 0 der Mittelpunkt des Intervalls [—1,1] = pop; in diesem Koordina-
tensystem. Jedes andere Koordinatensystem mit ps = o0 unterscheidet sich von diesem
durch einen affinen Koordinatenwechsel, und dieser erhélt die Mittelpunkte. ]

Ein vollstandiges Vierseit in einer projektiven Ebene besteht aus vier Geraden (Sei-
ten), von welchen keine drei konkurrent sind, und aus den sechs Schnittpunkten dieser
Geraden (Ecken). Wir bezeichnen die Geraden mit ¢1, ¢o, {3, {4, und den Schnittpunkt
zwischen /; und ¢; mit p;;. Die Punktepaare p12 und p34, p13 und pog, p1a und pa3 liegen
auf keiner gemeinsamen Seite des Vierseits, die von ihnen aufgespannten Geraden heiflen
Diagonalen des Vierseits.

Satz 4.49. Auf jeder Diagonalen eines vollstindigen Vierseits tremnen sich das Paar
der Schnittpunkten mit zwei anderen Diagonalen und das Paar der auf der Diagonalen
liegenden Ecken harmonisch.

Beweis. Sei my die Diagonale durch p14 und ps3, mo die Diagonale durch pi3 und poy,
und mg die Diagonale durch pi2 und ps4. Sei g1 der Schnittpunkt von meo und ms, g
der Schnittpunkt von mq und mg, und g3 der Schnittpunkt von mq und msy, siche Abb.
4.8. Wir missen zeigen DV (p14, p23; g2, q3) = —1.

Betrachten wir die Zentralprojektion mq — mg mit Zentrum pio. Sie bildet die uns
interessierende Punkte wie folgt ab:

P14 — P13, P23 —> P24, Qq2—>(q1, (3+— Q3

Folglich
DV (p14, p23; 92, q3) = DV(p13, p24; q1, ¢3)
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D24

P14 P23 my
q2 q3

Abbildung 4.8: Das vollstdndige Vierseit.

Jetzt projizieren wir mo zuriick auf my, aber mit Zentrum ps4.

P13 p23, P24 P14, 41— G2, g3+ G3
Also gilt
DV (p13, p24; q1,43) = DV (pa4, p13; 41, G3)
und folglich
A := DV (p13,p24; 41, 43) = DV(p2a, p13; g1, 43) = A~
Da das Doppelverhéltnis von vier verschiedenen Punkten ungleich 1 ist, folgt daraus

A = —1, und der Satz ist bewiesen. O

Der Satz vom vollstédndigen Vierseit stellt eine Verbindung zwischen den Sétzen von
Ceva (Satz 2.50) und Menelaus (Satz 2.51 her. Und zwar, in jeder affinen Karte gilt

q2p23 43423

DV(p14,p23; q2,q3) = —1 = P14g2 _ _ P14d3

Deswegen erfiillen die Punkte g2, p24, p13 die Bedingung (2.5) im Bezug auf das Dreieck
p14p23p12 genau dann, wenn die Punkte g3, po4, p1s die Bedingung (2.6) im Bezug auf
dasselbe Dreieck erfiillen.

4.5 Doppelverhiltnis und Dualitét

Sei P(V) ein n-dimensionaler projektiver Raum. Wir nennen vier verschiedene projektive

Hyperebenen hy, ha, hs, hy = P(V) konkurrent, wenn sie einen projektiven Unterraum r

von Dimension n — 2 gemeinsam haben. Dies ist dquivalent dazu, dass die dualen Punkte
1, h5, hs, hg € P(V*) kollinear sind.

Definition 4.50. Das Doppelverhdltnis von vier konkurrenten Hyperebenen wird defi-
niert als das Doppelverhdltnis von zu ihnen dualen Punkten.
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Proposition 4.51. Seien hy, ho, hs,hy < P(V) vier konkurrente Hyperebenen, und sei
¢ c P(V) eine Gerade, die den projektiven Unterraum r = hy n he n hy n hy nicht
schneidet, sodass die Punkte

pri=Lnhi, py:=Cnhy, p3:=Lnhg, pr:=Lnhy

verschieden sind. Dann gilt

DV (p1, p2; p3, pa) = DV(h1, ha; ha, hy)

Beweis. Das duale des projektiven Unterraums r < P(V) ist eine projektive Gerade
r® e P(V*), die die Punkte h{, h3, h$, hg enthélt. Per Definition gilt DV (hy, ha; hs, hy) =
DV(h{, h$; h3, hy). Wir werden eine projektive Abbildung

f:l0—7r° mit f(p;) = hy

konstruieren, dann wird die Behauptung aus der projektiven Invarianz des Doppelver-
héltnisses folgen.

Seien ¢ = P(L), r = P(R). Dann gilt V = L @ R und folglich V* = L° ® R°. Wir
brauchen eine lineare Abbildung

F:L—> R mitveKerF(v)VvelL

(In der Tat, P(Ker F'(v)) ist eine Hyperebene durch r, und wir wollen, dass sie den
Punkt [v] enthélt.) Um F zu konstruieren, wéhlen wir eine Basis eg,...,e, von V so,
dass L = span{eq, e1}. Ist 6o, ..., 0, die duale Basis von V*, so gilt R° = span{fp,0;}.
Setzen wir

F(ep) :=01, Fley):=—by

so gilt F(aeg + bey) = af; — by, und wegen (ab; — bby)(aey + bey) = 0 besitzt die
Abbildung F' die gewiinschte Eigenschaft. O
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Insbesondere wird das Doppelverhéltnis von vier konkurrenten Geraden in der Ebene
als das Doppelverhéltnis von ihren Schnittpunkten mit einer beliebigen nicht mit ihnen
konkurrenten Geraden definiert.

Proposition 4.52. Seien f1, £y, U3, U4 vier konkurrente Geraden in der Ebene, und sei
wij der Winkel zwischen {; und {;. Dann gilt

sin 13 sin oy

VG R TN

1
61 62 €3 4

Beweis. Seien p1, pa, ps, ps die Schnittpunkte von ¢q, o, ¢3, {4 mit einer beliebigen
Geraden. Im Beweis der Propostion 4.37 haben wir festgestellt

pip3  sinf sini3
DP2p3  sina singog

Analog,
D1pa _ sin 3 ‘ sin @14
D2pi  sina  singoy
Folglich

N . .
P1p3  DP1p4 SN 13 S Y24

DV (41,025 l3,04) = DV(p1,p2;03,04) = — ' — = — -
( ’ ) ( ’ ’ ) D2p3  DP2p4 SN Y14 SIM Y23

4.6 Doppelverhiltnis von Punkten auf einem Kegelschnitt

Definition 4.53. Sei Q — RP? ein Kegelschnitt. Das Doppelverhiltnis von vier ver-
schiedenen Punkten pi,po,ps,ps € Q wird definiert als DV (€1, l2;03,04), wobei £; = pp;
ist, fir einen beliebigen Punkt p € Q\{p1,p2,P3,p4}-

Proposition 4.54. Das Doppelverhiltnis auf einem Kegelschnitt ist wohldefiniert, d. h.
der Wert DV ({1, l2; (3, €4) hdngt nicht von der Wahl des Punktes p € Q ab.
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Erster Beweis. Betrachte eine affine Karte, in welcher @) eine Ellipse ist, und darin eine
euklidische Struktur, beziiglich welcher ) ein Kreis ist. Seien p, p’ € Q zwei verschiedene
Punkte. Bezeichne mit ;;, bzw. ¢;; den Winkel p;pp;, bzw. p;p'p;. Dann gilt ¢}; = ¢i;
oder gpgj = 7 — ;j (das letztere wenn p und p’ auf verschiedenen von p; und p; aufge-
spannten Bogen liegen). Nun folgt DV ({1, l2; 03, 04) = DV(¢},5; 05, ¢)) aus der Formel
von Proposition 4.52. O

Zweiter Beweis. Betrachte eine affine Karte, in welcher die Punkte p und p’ unendlich
fern sind, sodass ) eine Hyperbel ist. Wéhle ein Koordinatensystem, in welchem

Q= {(z,y) |2y =1}

Die Geraden durch p und p’ sind senkrecht, bzw. waagerecht (0BdA). Hat der Punkt p;

Koordinaten (z;,y;), so gilt y; = +, und deswegen

=
DV (€1, a3 €3,€4) = DV (1, T2; 23, £4) = DV (y1, y2; Y3, ya) = DV (€1, 505, ¢))

O

Ein neuer Beweis des Satzes von Pascal. Wurde nicht vorgetragen. O

Es ist auch moglich, die Sitze von Desargue und Pappos aus der Invarianz des Dop-
pelverhéltnisses unter Zentralprojektionen herzuleiten. (Man bendtigt Komposition von
drei Zentralprojektionen.)
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Kapitel 5

Spharische Geometrie

1 Langen und Winkel

1.1 Abstandmessung in der sphirischen Geometrie

Sei R™*! mit dem Standardskalarprodukt versehen. Die n-Sphdire wird definiert als
S" = {z e R"™ | |z| =1}

Fiir jede Orthogonaltransformation f € O(n + 1) gilt f(S™) = S, deswegen wirkt die
Gruppe O(n+1) auf S™. Sphdrische Geometrie ist die Geometrie dieser Gruppenwirkung;
das heiflt, sie studiert die auf S™ bezogene Grofien, die unter der Wirkung von O(n + 1)
invariant bleiben.

Eine dieser Grofien ist das Skalarprodukt:

(f(A), f(B)) =(A,B) VfeO(n+1),A,BeS"

Ein Punktepaar A, B kann auf ein Punktepaar C, D nur dann (und genau dann) ab-
gebildet werden, wenn (A, B) = (C, D) gilt. Das bringt uns auf die Idee, den Abstand
zwischen A und B als eine Funktion von (A, B) zu definieren. Eine unmittelbare Losung

ist es,

distest (A, B) := |[A— B| = /2 —2(A,B) (5.1)
zu setzen, das heift, gleich dem euklidischen Abstand zwischen A und B in R™*!. Die
Funktion diste,; ist eine Metrik auf S**!, d. h. sie besitzt die Eigenschaften

1. distegt (A, B) = distegt (B, A) (Symmetrie);
2. distegt(A4, B) = 0, und dist(A,B) =0 < A = B;
3. distert (A, C) < disteyt (A, B) + disteg (B, C) (Dreiecksungleichung)

Diese Eigenschaften sind erfiillt, weil sie fiir die euklidische Metrik in R**! gelten. diste,¢
heiflt die extrinsische Metrik auf S™.
Ein Nachteil der extrinsischen Metrik ist, dass sie keine “geraden Linien” hat.
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Definition 5.1. Eine Geodéte im metrischen Raum (X, dist) ist eine Kurve v: [ — X,
entlang welcher die Dreiecksungleichung lokal zur Gleichung wird: fir jedes t € I gibt es
ein Intervall t € J < I, sodass fir alle t1,ts,t3 € J

dist(y(t:),v(tx)) = dist(y(t:), y(t;)) + dist(y(t;), v(tx))
fiir irgendeine Transposition (i, 7, k) von (1,2,3).

Eine Gerade ¢ — R™ ist eine Geodite. Fiir die Metrik (5.1) auf S™ ist aber die
Dreiecksungleichung immer strikt (unter Annahme, dass A, B und C verschieden sind),
deshalb besitzt sie keine Geodéten.

Definition 5.2. Fin GroBkreis auf S™ ist die Menge S™ n L, wobei L < R"™! ein
zweidimensionaler Untervektorraum ist.

Jeden GroBkreis kann man als S sehen, indem man in R**! eine orthonormale Basis
wahlt, in welcher die ersten zwei Vektoren L aufspannen.

Definition 5.3. Die intrinsische Metrik dist;n¢ oder dist auf S™ ist definiert als
dist(A, B) := die Lange des kiirzesten A und B verbindenden Grofikreisbogens

Mit anderen Worten,
dist(A, B) := arccos(A, B) (5.2)

Sind A und B Antipoden, so gibt es unendlich viele Grokreise durch A und B, und
jeder wird durch A und B in zwei Bégen der Lénge 7 geteilt. Sind A und B keine An-
tipoden, so ist der Grofikreis eindeutig (und zwar vom L = span{A, B} ausgeschnitten),
und ein Bogen ist kiirzer als der andere.

Offensichtlich ist der in Definition 5.3 definierte Abstand symmetrisch und positiv.
Die Dreiecksungleichung wird in Kiirze auch bewiesen. Aus der Definition 5.3 folgt un-
mittelbar, dass die Grokreise Geodédten auf S™ sind (das Bild des Intervalls J soll in
einem Halbkreis enthalten sein).

Die extrinsische Metrik (5.1) soll aber nicht verachtet werden. Ohne sie gébe es kei-
ne intrinsische Metrik. Die Bogenldnge ist ndmlich das Supremum der (extrinsischen!)
Langen der in den Bogen eingeschriebenen Polygonziigen. Auf eine dhnliche Weise kann
man aus einem wegzusammenhdngenden metrischen Raum einen geodétischen Raum
machen: man definiert den neuen Abstand als das Infimum der Langen aller rektifizier-
baren Kurven (wobei die Lange einer Kurve als Supremum der Langen der Polygonziigen
definiert wird, und rektifizierbar heifit, dass dieses Supremum endlich ist). Mehr dazu
siehe in [BBIO1].

1.2 Duale sphiarische Dreiecke

Seien A, B,C € S™ drei verschiedene, nicht auf einer Geodéte liegende Punkte. Dann ist
V := span{A, B,C} < R"*! ein dreidimensionaler Untervektorraum, und S := V nS™ ist
eine zweidimensionale Sphére. Sphére S ist geoddtisch, d. h. die Geodéate zwischen zwei
nicht-antipodalen Punkten X,Y € S ist vollstdndig in S enthalten. Deswegen diirfen wir
uns auf der Geometrie eines Dreiecks ABC in S? konzentrieren.
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Definition 5.4. Die Polare eines Punktes A € S? ist der GrofSkreis
A° = {X eS?|(A,X) =0}

Beachte, dass jeder Grokreis zwei Pole (zwei Punkte, zu welchen er polar ist) hat.
Sei
A° = {X eS?|(A,X)<0}

die von A° berandete und A nicht enthaltende Halbsphére.
Definition 5.5. Das zu ABC duale Dreieck ist der Schnitt A° n B° n C°.

Dieser Schnitt von drei Halbsphéren hat in der Tat drei Ecken A’ € B° n C°, B’ €
C° N A° und C’ € A° n B°. Zwei GroBkreise schneiden sich in zwei Punkten, und A’, B’,
C' werden so gewahlt, dass

(A, Ay <0, (B,B"Y<0, (C,C"Y<0 (5.3)

Proposition 5.6. Die Dualitit zwischen sphérischen Dreiecken ist involutiv: ist A’ B'C’
dual zu ABC, so ist ABC dual zu A'B'C".

Beweis. Aus B’ € C° n A° und C' € A° n B° folgt
(A,B"y =(A,C"y =0

Dann A € (B')°n(C")° und analog fiir die anderen zwei Ecken B und C'. Die Bedingungen
(5.3) garantieren, dass A der richtige von zwei Schnittpunkten von (B’)° und (C’)°
ist. O

Anstelle von Dreiecken kann man die Triederwinkel OABC und OA’B’'C’ mit der
Spitze O im Koordinatenursprung betrachten. Dann ist OA’ die Aulennormale zur Seite
OBC des Winkels OABC.

Bezeichnen wir mit a, b, ¢ die Langen der Seiten BC, C' A, AB, und mit «, 8, die
Winkel an den Ecken A, B, C. Der Winkel « ist gleich dem Diederwinkel zwischen den
Halbebenen OAB und OAC. Andererseits, da OB’ und OC’ Auflennormalen zu OAC
bzw. OAB sind, ist B'OC’ der entsprechende Auflendiederwinkel, und deswegen gleich
7 — «. Es folgt

d=n—a, bV=1-08 d=1r—7 (5.4)

wobei d’, V', ¢ die Seitenldngen im dualen Dreieck A’B’C’ sind. Werden die Rollen von
ABC und A’B’C’ vertauscht, so entstehen die Gleichungen

o =7m—a, B =1-b A =nm-c (5.5)
zwischen den Seitenlingen von ABC und den Winkelgréien des dualen.

Proposition 5.7. Fin sphdrisches Dreieck ist durch seine Winkelgrofien eindeutig be-
stimmt. Das heif$t, fiir zwei Dreiecke mit gleichen entsprechenden Winkelgrofien existiert
eine Orthogonaltransformation, die ein in das andere tberfihrt.
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Beweis. Zwei Dreiecke mit gleichen Seitenldngen sind kongruent, weil eine Abbildung,
die die Skalarprodukte der Basisvektoren erhélt, erhélt die Skalarprodukte aller Vekto-
ren. Sind die Winkelgréflen in zwei Dreiecken gleich, so sind die Seitenldngen in den zu
ihnen dualen Dreiecken gleich. Eine Orthogonaltransformation, die die dualen Dreiecke
ineinander Uberfiihrt, bildet auch die “primale” Dreiecke aufeinander. ]

Das steht im Kontrast zur euklidischen Geometrie, wo Dreiecke mit gleichen Winkeln
nicht unbedingt kongruent, sondert dhnlich zueinander sind.
Zum Schluss driicken wir die Vektoren A’, B’,C’" durch A, B,C aus. Da der Vektor
A’ orthogonal zu B und C ist, ist er kollinear mit dem Vektorprodukt B x C. Daraus
folgt BxC
, X
AT

Um das Vorzeichen genau zu definieren, miissen wir (A, A”) < 0 in Betracht ziehen.

Proposition 5.8. Ist det(A B C) > 0, so gilt

BxC Cx A Ax B
A=— ) B' = — ) C'=—
IB x C IC x Al |A x B
Ao BxC g COxA o A
|B" x C'| IC7 < A |A” x B|

Beweis. Da (A, BxC) = det(A B C), gilt bei der getroffenen Wahl (A, A”) < 0. Fiir das
zweite Tripel der Gleichungen beachte, dass det(4A B C) > 0 = det(4’ B’ C") > 0. O
1.3 Sinus- und Kosinussitze fiir spharische Dreiecke

Satz 5.9 (Sinussatz fiir sphérische Dreiecke). In jedem sphdrischen Dreieck ABC' gilt

sina sin b sine

sina sina  sinvy
Beweis. Nach Proposition 5.8 gilt
(A,BxC)  det(ABC)

/
4,47 = IBxC| sina
o p (A", B x C") det(A" B' )
A==l =7 sna (5.6)

Daraus folgt

sina  sina  det(A B C)

sinaw  sina’  det(A’ B (')
Analog

sinb det(A B C) sin ¢

sinf det(A’ B’ C") ~ sin B
und der Satz folgt. O
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Satz 5.10 (Kosinussétze fiir sphérische Dreiecke). In jedem sphdrischen Dreieck ABC
gilt

cosc = cosacosb + sinasinbcosy (5.7)

cosy = —cosacos 3 + sinasin fcosc (5.8)

Beweis. Seien V = (A B C)und W = (4’ B’ (') 3 x 3-Matrizen mit Koordinaten
von entsprechenden Punkten als Spalten. Dann haben die Gram-Matrizen von den Basen
(A,B,C) und (A, B’,C") die Form

1 cosc cosb
G=V'V=cosc 1 cosa
cosb cosa 1

1 coscd cost 1 —cosy —cosf3
G =W'W = | cosd 1 cosd |=|—cosy 1 —cos
cosb cosd 1 —cosfB —cosa 1
Aulerdem gilt
(A, A" 0 0
VW = 0 (B,BY 0 |=D
0 0 «,c

Daraus folgt W = (VT)™'D und WT = DV !, also
G' =DV (v)™'D=DG'D (5.9)

Der Kosinussatz folgt aus dem Vergleich der Matrixeintriage auf der linken und auf der
rechten Seite dieser Gleichung.
Das Anwenden der Formel fiir die inverse Matrix ergibt

1 sinZ a cosacosb —cosc cosacosc— cosb
1= _~ [cosacosb— cosc sinZb cosbcosc — cosa
det G )
cosacosc—cosb cosbcosc — cosa sin“ ¢

Also folgt aus (5.9)

(A, A" B, B’")

—cosy = ot O (cosacosb — cosc)
Nach (5.6) gilt
(A, AB,B)  (detV)> 1
det G  sinasinbdet G sinasinb

also
cosacosb — cosc

—cosy = - -
sinasin b

und die Gleichung (5.7) folgt.
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Die Gleichung (5.8) folgt aus der Anwendung der (5.7) auf den dualen Dreieck und
den Formeln (5.4) und (5.5):

/ !/ / . ! / / . .
cosc = cosa cosb +sina’ sinb cosy = —cos~y = cosacos S — sin asin B cos ¢
O

Proposition 5.11. In jedem (nicht-ausgearteten) sphdrischen Dreieck gelten die Un-
gleichungen
a<b+c, b<a+c, c<a+b a+b+c<22rm

Fir jedes Tripel a,b,c € (0,7), das diese Bedingungen erfillt, existiert ein sphdarisches
Dreieck mit Seitenldingen a, b, c. Dieses Dreieck ist eindeutig bis auf Isometrie der Sphdre.

Beweis. Nach dem Kosinussatz

cosa — cosbcosc
=cosa > —1

sinbsinc

Das ergibt
cosa — cosbcosc > —sinbsinc = cosa > cos(b + ¢)

Wegen a € (0, 7) folgt daraus
2t—a>b+c>a=a+b+c<2ma<b+c

Aus

cosa — cosbcosc
=cosa <1

sinbsinc
folgt
cosa < cos(b— c)

Das bedeutet a > |b — ¢| und impliziert

b<a+c, c<b+a

’ cos a—cos bcos ¢

Sind die Bedingungen erfiillt, so gilt | < 1, das heifit es existiert ein «

sinbsinc
mit W = cos . Man trage von einem Punkt zwei Groflkreisbogen ab von den

Langen b und ¢ und mit Winkel o dazwischen. Dann ist der Abstand zwischen ihren
Endpunkten gleich a. O

Korollar 5.12. In jedem (nicht-ausgearteten) sphdrischen Dreieck gilt

a+pf+y>7
Beweis. Das folgt aus der Ungleichung a’ + b’ + ¢’ < 27 fiir den dualen Dreieck. O
Proposition 5.13. In einem rechtwinkligen sphdrischen Dreieck mit v = 5 gilt:

1. cosc = cosacosb
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2. cosc = cotacot 8
3. sina = sin csin «
4. cosa = sinfcosa

Beweis. Folgt aus dem Sinus- und Kosinussatz. O

2 Winkel und Kriimmung

2.1 Kosinussatz auf der Sphiare vom Radius R

Sei §%4 = {x € R? | |z| = R} die Sphire vom Radius R. Der Kehrwert des Radius

1
Ki= g
wird die Krimmung der Sphare genannt.

Auf S% definiert man die Metrik auf eine ihnliche Weise wie auf S?. Die Zentral-
projektion S? — S%,/ multipliziert alle Abstédnde mit R und erhélt die Winkel. Deswegen
entspricht ein Dreieck auf S% mit Seitenlingen a, b, ¢ und Winkeln «, 3, v einem Drei-
eck auf S? mit Seiteniingen xa, kb, kc. Daraus folgt unmittelbar der Kosinussatz auf der
Sphére vom Radius R.

Proposition 5.14. Fiir jedes Dreieck auf S%% gilt

cos k¢ = €oS ka cos kb + sin ka sin kb cos y

Sei Ag(a,b,c) das Dreieck mit Seitenldngen a, b, ¢ auf der Sphire vom Radius %
Bezeichnen wir mit 7, den Winkel von A,(a,b,c) zwischen den Seiten a und b. Halten

wir nun a, b, ¢ fest und schicken k — 0 (d. h. R — ).

Proposition 5.15. Der Winkel v, konvergiert gegen den Winkel v im euklidischen
Dreieck mit Seitenldngen a,b, c.

Beweis. Mit Hilfe der Taylor-Polynome von cos und sin erhalten wir:

cos ke — coskacoskb (1 — #) + o(k?) — (1 — # + o(k?))(1 — i;z + o(K?))
COS Yy = =
e sin ka sin kb (ka + o(k?)) (kb + o(k?))
_ 1= “2202 —(1- %2(12 - %2b2 + o(k?) _ a? +b% —c2 +o(1) s cosy
k2ab + o(K?) 2ab + o(1)

O]
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2.2 Flache eines spharischen Vielecks

Ein Zweieck auf der Sphire S? ist der Schnitt von zwei verschiedenen, nicht gegeniiber-
liegenden Hemisphéren. Die diese Hemisphéren berandende Grofikrese schneiden sich in
einem Paar von Antipoden A, —A. Die Punkte A und —A heiflen die Ecken des Zweiecks.
Die Seiten eines Zweiecks sind zwei Halbkreisbogen.

Lemma 5.16. Bilden die Seiten eines Zweiecks den Winkel o, so hat er die Fliche 2c.

Beweis. Wir geben ja keine Definition der Flache, nehmen aber an, dass die Fléche

additiv und im gewissen Sinne stetig ist. Aus der Additivitdt folgt die Giiltigkeit der

Formel bei a = %’r, und dann auch bei a = %Tm Aus der Stetigkeit folgt die Formel fiir

alle a. ]

Satz 5.17. Die Fldche eines spharischen Dreiecks mit Winkeln o, B, v ist a+ 3 +v—.

Beweis. Zeichne die von den Seiten des Dreiecks ABC aufgespannten Groflkreise. Sie
schneiden sich, auBer in den Punkten A, B, C, noch in —A, —B, —C. Sei Hy c S? die
den Punkt A enthaltende Halbsphére, deren Randkreis durch B und C geht. Definiere
analog Hp und He. Es gilt Hy W Hgpu He = 82\ — A. Nach dem Inklusions-Exklusions-
Prinzip

Area(Hs u Hp v He) = Area(H ) + Area(Hp) + Area(Hc)
— Area(Hy n Hp) — Area(Hp n He) — Area(Ho n Hy) + Area(Ha n Hp n He)

Folglich
4 — Area(ABC) = 3 - 2w — 2y — 2 — 23 + Area(ABC)

Daraus folgt die Behauptung. O

Unter dem Auflenwinkel eines Vielecks verstehen wir m—«, wobei a der entsprechende
Innenwinkel ist.

Satz 5.18. Die Fldiche eines sphdrischen Vielecks ist gleich 2w minus die Summe seiner
Auflenwinkel.

Beweis. Man wahle einen Punkt C' im Inneren des Vielecks und zerschneide es in n
Dreiecke mit Hilfe der Geodéten von C' zu den Ecken. Bezeichne mit «;, B;, v; die
Winkel im i-ten Dreieck, ~; der Winkel an der Ecke C'. Dann gilt

Area = Z(ai +Bi+vi—m) =21 — Z(ﬂ' —a; — Bi—1)

i i
und der Satz ist bewiesen. O

21 minus die totale Kriimmung. Flache der Halbsphare.
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Satz 5.19. Sei A < S3 ein sphdrisches Tetraeder, und sei A' das duale Tetraeder. Dann
gilt

1
Vol(A Zawa + Vol(A') = 72 = 5\701(83)
Area(&A) + Area(0A') =

Hier sind a;; die Kantenlingen des Tetraeders A, und agj die Langen der dualen Kanten
von A,

Korollar 5.20. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillige grofie Sphére in S® das Te-
traeder A schneidet, ist gleich

1 1
ﬁ (VOI(A) + 5 Zi:(lija;j>

Problem 5.21. Gibt es ein sphdrisches Tetraeder, dessen Diederwinkel rationale Viel-
fachen von 7 sind, das Volumen aber kein rationales Vielfaches von w2 ist?

3 Elliptische Geometrie

3.1 Der Raum und die Gruppe

Die Grofikreise sind die “Geraden” der sphérischen Geometrie. Anstelle der Axiomen der
euklidischen Geometrie

e durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade;
e zwei Geraden schneiden sich in hochstens einem Punkt
gilt in der sphérischen Geometrie
e durch zwei verschiedene und nicht antipodale Punkte geht genau eine Gerade;
e zwei Geraden schneiden sich in zwei zueinander antipodalen Punkten.

Die sphérische Geometrie wird mehr Ahnlichkeit mit der euklidischen haben, wenn wir
die Antipodenpaare zu einem Punkt erkldren. Das heifit, statt der Sphére S™ betrachten
wir den Quotientenraum

"=§"/A~—-A

Die Grofikreise werden zu projektiven Geraden (vergleiche die Definitionen der Geraden
in RP™ und der Grofikreise in S"), sodass durch zwei verschiedene Punkte stets eine
Gerade geht und zwei Geraden sich immer in einem Punkt schneiden.

Die Gruppe der Orthogonaltransformationen O(n + 1) wirkt auch auf RP™ (Aqui-
valenzklasse wird auf Aquivalenzklasse abgebildet). Diese Wirkung ist aber nicht mehr
treu: die Abbildung mit der Matrix —F, 11 vertauscht die Antipoden, und wirkt daher
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auf RP™ als Identitdt. Das und die Identitdt sind aber die einzigen Abbildungen mit
dieser Eigenschaft, daher ist die Faktorgruppe

eine Transformationsgruppe von RP".

Definition 5.22. Der projektive Raum RP™ zusammen mit der Transformationsgruppe
PO(n + 1) heifst elliptische Geometrie.

Die Gruppe der Orthogonaltransformationen O(n + 1) hat zwei Zusammenhangs-
komponenten: die orientierungserhaltenden Transformationen SO(n + 1) und die orien-
tierungsumkehrenden O(n + 1)\SO(n + 1). Fiir PO(n + 1) hingt es von der Paritat von
n ab:

PO(n+1) = SO(n + 1) fiir n gerade,

da in diesem Fall E, .1 ¢ SO(n + 1) und deswegen enthilt jede Aquivalenzklasse (5.10)
genau eine Transformation aus SO(n + 1). Wenn n ungerade ist, dann hat PO(n + 1)
zwei Zusammenhangskomponenten, eine von welchen SO(n + 1)/{E,+1, —Ep41} ist.

Dieses Verhalten von PO(n + 1) spiegelt sich in der Orientierbarkeit, bzw. Nicht-
orientierbarkeit von RP™ wieder: fiir n ungerade ist RP™ orientierbar, und die zwei
Komponenten von PO(n + 1) entsprechen den orientierungserhaltenden, bzw. orientie-
rungsumkehrenden Transformationen.

3.2 Abstandmessung in der elliptischen Geometrie

Der Abstand zwischen den Punkten p, g € S” ist gleich dem Winkel zwischen den Halb-
geraden Op und 0Og; der Abstand zwischen [p],[q] € RP™ ist der Winkel zwischen den
Geraden Op und 0Ogq.

Definition 5.23. Seien p,q € S™. Die elliptische Metrik wird definiert als
distey ([p], [¢]) := min{£p0q, Z(—p)0q}

Insbesondere ist der gréfitmogliche Abstand zwischen Punkten in RP™ gleich 7,
wahrend in S™ es 7 ist.

Ist Zp0g = 7, so gibt es in RP™ zwei [p] und [q] verbindende geodétische Intervalle.
Sie entstehen aus den Grofikreisbogen pg und (—p)q. Vergleiche das mit S": fiir die am
weitesten entfernte Punkte p und —p gibt es unendlich viele sie verbindende geodétische
Intervalle.

Sei eg, e1, ez die Standardbasis von R®. Die Punkte [eg], [e1], [e2] haben paarweise
Absténde 7. Sie definieren vier Dreiecke, und diese Dreiecke iiberdecken ganz RP2.

Lokal ist die elliptische Geometrie zur sphéarischen isometrisch.

Proposition 5.24. Die Einschrinkung der Projektion S* — RP? auf das Dreieck A =
epeley 1st eine Isometrie.

Beweis. Der sphéirische Abstand zwischen zwei Punkten p, g € A ist kleiner oder gleich
5. Deswegen ist diste;([p], [¢]) = dist(p, q). O
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3.3 Gnomonische Projektion

Sei
Sl = {zxeS"|zo =0}

der “Aquator” der n-Sphire. Sei
A={zeR"™ |1y =1}
die zu S™ am Punkt (1,0, ...,0) tangentiale Hyperebene.
Definition 5.25. Die gnomonische Projektion
TSNS - A
ist die Zentralprojektion mit Zentrum 0.

Man erkennt in der gnomonischen Projektion eine affine Karte von RP™. Jedes An-
tipodenpaar {p, —p} = S™\S"~! wird auf denselben Punkt in A abgebildet, die Antipo-
denpaare {p, —p} = S"~! entsprechen den unendlich fernen Punkten.

In Formeln sieht die gnomonische Projektion und ihre Inverse wie folgt aus:

I X
(20, X1y .oy Tp) = <1,,... n)

Io ’ i)

1 z

-1 _

m (1,x) = ( —, - >
L+ [z 1+ )2

Proposition 5.26. Die gnomonische Projektion bildet Geoddten der elliptischen Geo-
metrie auf Geraden in H.

Beweis. Geodéten entsprechen den Grofikreisen auf S™, und die Zentralprojektion eines
Kreises von seinem Mittelpunkt aus ist eine Gerade. ]

Die gnomonische Projektion verzerrt die Langen und die Winkel. Der elliptische
Abstand zwischen zwei Punkten p,q € H ist gleich

ZpQq, falls Zp0q <

dist ’ =
er(p, ) {TF — /pOq, falls ZpOq >

[SERNIE

In manchen Féllen kénnen wir aber die Abstand- und Winkelverzerrung kontrollieren.
Zum Beispiel,
distey (g, p) = arctan |p]

Auflerdem bleiben die Winkel zwischen den Geodéten durch den Nordpol erhalten:

Leypeoq = L1 (p)eom*(q)
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Proposition 5.27. In jedem sphdrischen rechtwinkligen Dreieck mit Hypothenuse c gilt

Beweis. Wende eine Orthogonaltransformation an, die die Ecke A auf den Nordpol eq
abbildet. Die Projektion 7 bildet das Dreieck ABC' auf ein Dreieck AB’C’ < H. Dabei
gilt

o =a, b =tanb, ¢ =tanc

AuBerdem ist das Dreieck AB’C” auch rechtwinklig. Deswegen gilt cos o/ = 2—: = :Zﬁi’
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Kapitel 6

Hyperbolische Geometrie

1 Das Hyperboloid-Modell

1.1 Der Raum und die Gruppe

Definition 6.1. Der Minkowski-Raum R™! st R**! versehen mit der symmetrischen
Bilinearform

(&, Yon1 = —ToYo + T1y1 + -+ + TnYn

Die Bilinearform (-,-), 1 erzeugt die quadratische Form, die Minkowski-Norm ge-
nannt wird:

0] = <v, v)na

Das ist keine Norm im Sinne der Funktionalanalysis, denn |v
deswegen werden wir meistens Quadrat der Norm | - |2, und nicht die Norm selbst
benutzen).

|? kann negativ sein (und

Definition 6.2. Das Hyperboloid-Modell des hyperbolischen Raumes ist
H" = {z e R™" [ |z]}, = —1,20 > 0}

Die Projektion R™! — R", (1,%) ~ Z bildet H" bijektiv auf R", deswegen ist der
hyperbolische Raum zu R” homdéomorph.

Beispiel 6.3. Die hyperbolische Ebene ist die obere Schale des zweischaligen Hyperbo-
loids:
H? = {(z,y,2) e R¥ | 2® + ¢y — 22 = —1,2 > 0}

Definition 6.4. Die Lorentz-Gruppe ist die Gruppe aller linearen Transformationen,
die das Minkowski-Skalarprodukt erhalten:

O(n,1) = {f € GL(n +1) [ {f(v), f(w))n1 = 0, w)n.1}
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Direkt aus der Definition folgt, dass jede Transformation f € O(n,1) die Menge

{zeR™ | |z|2,= -1} =H"u -H"

n,l —

auf sich selbst abbildet. Da H" und —Hyp™ zwei Zusammenhangskomponenten der
“Minkowski-Sphére” sind, gilt fir jede f € O(n, 1)

entweder f(H") =H", f(-H") = -H" oder f(H") = -H", f(-H")=H"
Die Abbildungen mit der ersteren Eigenschaft bilden eine Untergruppe von O(n,1):
O4(n,1) = {f € O(n, 1) | f(H") = H"}
Aufgabe 6.5. Man zeige
O4(n,1) 2= PO(n,1) := O(n,1){En+1, —Ent1}

Die Gruppe O4(n,1) =~ PO(n,1) wird die positive oder auch projektive Lorentz-
Gruppe genannt.

Proposition 6.6. Die projektive Lorentz-Gruppe wirkt auf H"™ treu und transitiv.

Beweis. Wenn ein Element f € O (n,1) auf H" trivial wirkt, dann gilt f(v) = v fiir alle
v € H". Wahlt man linear unabhéngige Vektoren vy, ...,v, € H", dann bilden sie eine
Basis von R"*!, und deswegen folgt aus f(v;) = v; dass f(w) = w fiir alle w € R**1.
Fiir die Transitivitidt geniigt es zu zeigen, dass es fir jedes v € H" ein f € O (n,1)
mit f(v) = eg gibt. Dafiir reicht es, eine Basis (vg,v1,...,v,) von R?*! zu finden mit

vy = U, H’UZH2 =1Vi=1, <vi,vj>=OVi7éj
Das Orthogonalkomplement
vt = {we R | (v, w1 = 0}

ist ein n-dimensionaler Untervektorraum von R und v ¢ v*. Die Einschrinkung von
(-, »n1 auf vt ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform (nach dem Sylves-
terschen Triigheitsgesetz). Deswegen gibt es eine Orthonormalbasis (v1,...,v,) von v
beziiglich (-, - p 1. O
1.2 Abstandmessung in der hyperbolischen Geometrie

Analog zu der sphérischen Geometrie (siche Abschnitt 1.1) wollen wir eine Metrik auf
H"™ einfiihren, die unter der Wirkung der projektiven Lorentz-Gruppe erhalten bleibt.

Definition 6.7. Der hyperbolische Abstand zwischen A, B € H"™ wird definiert als

dist(A, B) = arcosh(—(A, B)n1) (6.1)
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Aufgabe 6.8. Man zeige, dass arcosh(—(A, B), 1) definiert ist, d. h. (A, B)p1 < —1
fir alle A, B € H" gilt.

Die (6.1) sieht ansprechend aus, da sie anstelle vom arccos in (5.2) den arcosh benutzt,
und der Kosinus soll ja zum Kosinus hyperbolicus werden, wenn wir von der Sphére zum
Hyperboloid wechseln.

Dass der in (6.1) definierte Abstand die Dreiecksungleichung erfiillt, werden wir spé-
ter beweisen.

Satz 6.9. Die Schnitte von H"™ mit zweidimensionalen Untervektorrdéumen von R™+1
sind Géoddten der Metrik (6.1).

Beweis. Seien vy, v; € H". OBdA kénnen wir annehmen, dass span{vg, v1} = span{eg, e1}
ist. Der Schnitt von H" mit der Ebene durch ey, e; ist der obere Zweig der Hyperbel

—l’%—Fl’% =-1

Diese Kurve besitzt die Parametrisierung
_ (cosht
Pt= 1\ sinht

{pt,Psyn,1 = —coshtcosh s + sinh¢sinh s = — cosh(t — s)

(siehe Abschnitt 3.1). Es gilt

Deswegen arcosh(—{p¢, psyn,1) = |t — s|. Daraus folgt fiir r < s <t

dist(py, ps) + dist(ps, pr) = dist(py, pt),

und der Satz ist bewiesen. O

1.3 Lorentz-Matrizen

Definition 6.10. Eine Basis (vg,v1,...,v,) von R" heifit Lorentz-orthonormal, wenn
loollp s = =1, lvilas =1, Cviyvpon =0 fiiri #
Die Standardbasis eg, €1, . . ., e, ist Lorentz-orthonormal.

Der folgende Satz ist dem Satz 2.70 tiber orthogonale Abbildungen &hnlich.

Satz 6.11. Eine lineare Abbildung f: R" Tt — R"*1 ist genau dann Element von O(n, 1),
wenn eine der folgenden dquivalenten Aussagen gilt:

1. f bildet jede Lorentz-Orthonormalbasis auf Lorentz-Orthonormalbasis;
2. f bildet die Standardbasis auf eine Lorentz-Orthonormalbasis;
3. die Spalten der die Abbildung f darstellenden (bzgl. der Standardbasis) Matriz M

bilden eine Lorentz-Orthonormalbasis;
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4. MTJM = J, wobei J die folgende Diagonalmatriz ist:

J = diag(—-1,1,...,1)

5. die Zeilen von M bilden eine Lorentz-Orthonormalbasis.

Beweis. Dass f € O(n,1) = 1., folgt direkt aus der Definition von O(n,1).
1. = 2. ist trivial.
2. = 3. weil die Spalten der Matrix M die Bilder der Standardbasisvektoren sind.
Fiir 3. & 4. bemerke

(v, w1 = v Jw (6.2)
Wegen J~! = J gilt
M JM=JeM'=JM"Je MJM"'J=E,.1 < MJM' =J

Deswegen 4. < 5.
SchlieBlich, 3. impliziert M € O(n, 1) wegen (6.2). O

Erinnerung: die Gruppe
PO(n, 1) = O(n, 1)/{J—rEn+1} = O4(n, 1) = {f € O(n, 1) | f(Hn) = Hn}

wirkt auf H" isometrisch. Es kann gezeigt werden (vgl. Satz 2.74), dass jede Isometrie
des hyperbolischen Raums einem linearen Isomorphismus f € PO(n,1) entspricht. Ab
jetzt nennen wir PO(n, 1) Isometriegruppe des hyperbolischen Raums.

Proposition 6.12. Fir M = (a;;);;—o € O(n,1) gilt M € PO(n, 1) genau dann, wenn
app > 0.

Beweis. Die Zahl agg ist die zo-Koordinate von Mey. Da M € PO(n,1) < Mey € H",
liegt M in PO(n,1) genau dann, wenn agp > 0. O

Aus MTJM = J folgt (det M)? = 1, sodass det M = +1 fiir M € PO(n,1). Das
fiihrt zu der Unterscheidung zwischen orientierungserhaltenden Isometrien

PSO(n,1) = {M € PO(n,1) | det M = 1}
und orientierungsumkehrenden.

Beispiel 6.13. Die Matrix diag(1, —1, 1) stellt eine orientierungsumkehrende Isometrie
der hyperbolischen Ebene H? dar. Diese Isometrie kann man als Spiegelung an der
Geraden z1 = 0 bezeichnen.

Eine Klassifikation der Isometrien der hyperbolischen Ebene wird spéter gegeben.
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1.4 TUntervektorraume vom Minkowski-Raum

Ein Vektor v € R™! heif}t
e raumartig, wenn |v]7 | > 0;
e lichtartig, wenn ||v\|%1 = 0;
e zeitartig, wenn [v[? | < 0.
Definition 6.14. Ein (k + 1)-dimensionaler Untervektorraum U < R™! heifst
e raumartig, wenn die symmetrische Bilinearform {-,-),1 auf U positiv definit ist;
e lichtartig, wenn die symmetrische Bilinearform (-, ), 1 auf U ausgeartet ist;
o zeitartig, wenn die Einschrinkung von (-, )1 auf U Signatur (k,1) hat.
Mit U+ bezeichnen wir das Lorentz-Orthogonalkomplement zu U. Beachte, dass
dimU*+ =n+1—dimU
unabhéingig davon, ob U raum-, zeit- oder lichtartig ist.

Proposition 6.15. Ist U ¢ R™! raum- oder zeitartig, so gilt R™' = U@U™*. Auflerdem
ist UL zeitartig, wenn U raumartig ist, und umgekehrt.

Beweis. Es gilt U n U+ = {0} genau dann, wenn die Einschrinkung der Bilinearform
auf U nicht ausgeartet ist. Das ist der Fall, wenn U raum- oder zeitartig ist.

Ist U raum- bzw. zeitartig, so ist U zeit- bzw. raumartig nach dem Tréigheitssatz von
Sylvester, da das Minkowski-Skalarprodukt einen einzigen negativen Eigenwert hat. [

Proposition 6.16 (Cauchy-Schwarz-Ungleichungen in R™1). Seien v, w € R™1.

1. Ist span{v, w} raumartig, so gilt

2 2
”U n,l w”n,l = <’U,’U)>n71
mit Gleichung genau dann, wenn v und w kollinear sind.

2. Ist span{v,w} lichtartig, so gilt

|lv 2,1 w”%; = (v, Win,1

3. Ist span{v,w} zeitartig, so gilt

[ol7, 1wl 1 < o wpna

mit Gleichung genau dann, wenn v und w kollinear sind.
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Beweis. Es gilt

[o[7 1 lwll7 1 = v, whn,1 = det G(v,w)

wobei G(v,w) die Gram-Matrix von v und w beziiglich des Minkowski-Skalarproduktes
ist. Sind v und w linear abhéngig, so gilt det G(v,w) = 0. Seien v und w linear unab-
hédngig. Dann ist die Signatur der Gram-Matrix gleich der Signatur der Einschrankung
des Minkowski-Skalarproduktes auf U = span{v, w}. Die letztere ist (+,+), (+, —), oder
(+,0), je nachdem ob U raumartig, zeitartig, oder lichtartig ist. Dementsprechend ist
auch die Determinante positiv, negativ, oder Null. O

1.5 Diederwinkel im hyperbolischen Raum

Eine Hyperebene in H'™ ist der Schnitt von H"” mit einem zeitartigen Untervektorraum
von Kodimension 1.

Seien ¢; = L; n H", i = 1,2 zwei verschiedene Hyperebenen. Ist der Schnitt L1 n Lo
zeitartig, so schneiden sich /1 und ¢5. Ansonsten heiflen ¢; und /o

o hyperparallel, wenn Ly n Lo raumartig ist;
e parallel oder auch horoparallel, wenn L; N Lo zeitartig ist.

Wir wollen den Winkel zwischen zwei sich schneidenden Hyperebenen definieren. Die
Winkelmafl soll unter den Isometrien von H" invariant bleiben, und auflerdem additiv
sein.

Definition 6.17. Die Menge

dS" = {z e R"" | |z

n1=1
heif$t de Sitter-Raum.
Zum Beispiel, dS? ist ein einschaliger Hyperboloid.
Definition 6.18. Fir jeden Punkt p € dS™ heifit die Hyperebene
° = pt A H?
die Polare von p.

Beachte, dass der Untervektorraum p' nach Proposition 6.15 zeitartig ist und des-
wegen eine Hyperebene definiert.

Umgekehrt, hat jede Hyperebene zwei Pole. Die Pole kdnnen auch als Einheitsnor-
malen zur Hyperebene bezeichnet werden. Definieren wir den Halbraum mit der Aus-
sennormalen p:

p2 = {qeH" | {p,q)n1 <0}

Die Punkte p und —p haben dieselbe Polare, sind aber Aussennormalen zu zwei
komplementiren Halbraumen.
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Proposition 6.19. Zwei Hyperebenen schneiden sich genau dann, wenn thre Normalen
einen raumartigen Untervektorraum aufspannen.

Beweis. Seien L; = piL, 1 = 1,2 zwei zeitartige Untervektorraume. Die entsprechenden
Hyperebenen in H" schneiden sich genau dann, wenn Ly n Lo zeitartig ist. Aber wegen

(Ly n Ly)*t = span(Li U Ly) = span{p1, p2}

und nach Proposition 6.15 ist L1 n Lo zeitartig genau dann, wenn span{py, p2} raumartig
ist. 0

Definition 6.20. Seien (p])— und (p5)— zwei verschiedene Halbrdume in H", deren
Randebenen sich schneiden. Wir definieren den Diederwinkel o des Keils (p])— n (p3)—
als

o =T — arccos<p17p2>n,1

Mit anderen Worten ist arccos(pi, pg}ml der Auflendiederwinkel.

Beachte, dass [(p1,p2)n,1| < 1 wegen der Proposition 6.16.

Der in Definition 6.20 erklarte Winkel ist invariant unter Isometrien von H”. Er hat
die additive Eigenschaft, da die Normalen zu den Kodimension 1 Untervektorrdumen, die
einen zeitartigen Kodimension 2 Untervektorraum K gemeinsam haben, einen Einheits-
kreis im raumartigen Untervektorraum K bilden, und deswegen kann die Winkelmass
als Bogenldnge auf diesem Kreis interpretiert werden.

2 Geometrie der hyperbolischen Dreiecke

2.1 Das Cayley-Klein-Modell

Sei A = {x e R""! | 29 = 1}. Die Zentralprojektion auf A mit Zentrum 0

bildet H" bijektiv auf die Einheitskugel in A mit Zentrum in eg.

Definition 6.21. Das Cayley-Klein-Modell des hyperbolischen Raums ist die offene
FEinheitskugel
B":={zeR"||z| <1}

identifiziert mit H" durch x — 7~ 1(1,x), wobei m die Zentralprojektion mit Zentrum 0
15t.

Vergleiche das mit der gnomonischen Projektion der Sphére, Abschnitt 3.3.

Proposition 6.22. Schnitte von B"™ mit Geraden sind Geoddten des hyperbolischen
Raums im Cayley-Klein-Modell.
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Beweis. Nach dem Satz 6.9 sind die Schnitte von H™ mit zweidimensionalen Unter-
vektorrdumen Geodaten von H". Ein zweidimensionaler Untervektorraum schneidet A
entlang einer Geraden. Deswegen ist das Bild einer Geodéten ein Schnitt dieser Geraden
mit B". O

Beachte, dass der Lichtkegel im Cayley-Klein-Modell zur Randsphére S"~! der Kugel
B™ wird. Der de Sitter-Raum wird auf das Komplement von B" projiziert, dabei werden
die Antipoden x und —x identifiziert.

2.2 Hyperbolische Dreiecke und ihre Dualen

Seien A, B,C € H? drei verschiedene Punkte in der hyperbolischen Ebene. Die Winkel
des Dreiecks ABC sind nach Definition 6.20 gleich

a=m —arccos(A’", By, 1, B =m—arccos(B,C" )1, v =m—arccos(C’, A1
wobei A’, B, C' Punkte in der de Sitter-Ebene sind mit der Eigenschaft
<A/,B>n’1 = <A/, C>n71 = O, <A,, A>n,1 >0 usw.

Die letztere Eigenschaft bedeutet, dass A’ und A auf unterschiedlichen Seiten der Ge-
raden B'C’ liegen. Es gilt namlich (A, A), 1 = —1, deswegen haben die Punkte auf der
anderen Seite von B’C’ einen positiven Skalarprodukt mit A.

Die Orthogonalkomplemente beziiglich des Minkowski-Skalarproduktes sind Pole und
Polaren beziiglich des Lichtkegels. Im Cayley-Klein-Modell wird es zu Polaritét beziiglich
des Einheitskreises. Das erklart die Konstruktion des dualen Dreiecks auf Abb. 6.1.

A/
B/

L o

Abbildung 6.1: Ein hyperbolisches Dreieck und sein Duales.
Beachte, dass die Gerade A’ B’ den Kreis nicht schneidet, weil ihr Pol C im Kreis liegt.

Das entspricht wiederum der Tatsache, dass das Orthogonalkomplement eines zeitartiges
Vektors ein raumartiger Untervektorraum ist.
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