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Kapitel 1

Einleitung

1 Was ist Geometrie?

Euklidische, affine, projektive, sphärische, hyperbolische Geometrie. Verbindungen zu
Forschung und Anwendungen.

Geschichte:

• Euklid: Axiomatische Methode.

• Descartes (und Fermat und Vorgänger): die Koordinatenmethode, erste “Algebrai-
sierung” der Geometrie.

• Perspektive in der Malerei. Projektive Geometrie.

• Problem des fünften Postulats (das Parallelenaxiom): folgt es aus den anderen
Axiomen? Viele vergebliche Versuche, es herzuleiten.

• Anfang des XIX Jh.: Aufbau der nichteuklidischen (hyperbolischen) Geometrie
durch J. Bolyai und Lobatschewski auf der Basis der Negation des fünften Postu-
lats. Keine unmittelbaren Widersprüche.

• Riemannsche Geometrie: “gekrümmte Räume”.

• Ende XIX Jh.: Beginn der systematischen Axiomatisierung der Mathematik.

• Zur gleichen Zeit: zweite Algebraisierung der Geometrie; das Erlanger Programm
von Felix Klein: Geometrie als Transformationsgruppe.

Mehr über Geschichte: [Sti10].
Synthetische Geometrie: nur geometrische Axiome und Argumente, “reine Geome-

trie”. Analytische Geometrie: Benutzung der Koordinaten und Gleichungen. Beide An-
sätze haben ihre Vorteile.
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2 Gruppenwirkung

2.1 Definition und Beispiele

Sei X eine Menge. Durch SX bezeichnen wir die Menge aller bijektiven Abbildungen von
X auf sich selbst:

SX :“ tf : X Ñ X | f bijektivu

Die Menge SX bildet eine Gruppe, wobei die Gruppenoperation die Komposition der
Abbildungen ist. (Stellen Sie fest, dass die Gruppenaxiome erfüllt sind!) Wir nennen SX
die Permutationsgruppe vonX. WennX “ t1, 2, . . . , nu, dann wird SX als Sn bezeichnet.

Definition 1.1. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenwirkung (oder
Gruppenoperation) von G auf X ist ein Homomorphismus G Ñ SX . Explizit, das ist
eine Abbildung ϕ : X Ñ SX , sodass

ϕpghq “ ϕpgq ˝ ϕphq (1.1)

für alle g, h P G gilt.

Insbesondere gilt ϕpeq “ idX und ϕpg´1q “ pϕpgqq´1.
Anstelle von ϕ : GÑ SX schreiben wir manchmal G

ϕ
ü X oder G ü X.

Beispiel 1.2. 1. Die Gruppe GLpn,Rq der regulären (invertierbaren) Matrizen wirkt
auf Rn.

2. Die Untergruppen von GLpn,Rq

SLpn,Rq “ tA P GLpn,Rq | detA “ 1u
Opn,Rq “ tA P GLpn,Rq | AJA “ Eu

wirken auf Rn.

3. Jede Gruppe wirkt auf sich selbst mittels g ÞÑ Lg P SG, wobei

Lg : GÑ G, Lgphq “ gh

Die Abbildung Lg heißt Linkstranslation.

Aufgabe 1.3. Analog definiert man die Rechtstranslation

Rg : GÑ G, Rgphq “ hg

(Wann) ist g ÞÑ Rg ein Homomorphismus? Was muss man ändern, damit es zu einem
Homomorphismus wird?

Spezialisierung des letzten Beispiels. Der Vektorraum Rn ist eine Gruppe bezüglich
Vektoraddition. Folglich wirkt er auf sich selbst durch Translationen. (Da Rn eine abel-
sche Gruppe ist, gibt es keinen Unterschied zwischen Links- und Rechtstranslation.)
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2.2 Treu, frei, transitiv

Wenn es zu keiner Verwirrung führt, schreiben wir gpxq anstelle von ϕpgqpxq. Wenn man
will, darf man auch gx schreiben. Die Eigenschaft (1.1) wird zur

pghqpxq “ gphpxqq bzw. pghqx “ gphxq

Das sieht sehr nach dem Assoziativgesetz aus, man soll aber beachten, dass gh die
Gruppenmultiplikation ist, und hx die Gruppenwirkung ist (das Bild von x unter der
dem Gruppenelement h zugeordneten Abbildung).

Ein völlig uninteressantes Beispiel einer Gruppenwirkung ist gpxq “ x für alle g und
x. Das entspricht dem trivialen Homomorphismus

GÑ SX , g ÞÑ idX für alle g

Der andere (interessante) Extremalfall ist, wenn keinem g (ausser der Einheit der
Gruppe) die Identitätsabbildung zugeordnet wird.

Definition 1.4. Eine Wirkung ϕ : GÑ SX heißt treu, wenn ϕ injektiv ist; mit anderen
Worten, wenn Kerϕ die triviale Untergruppe teu Ă G ist.

Bemerkung 1.5. Wenn GÑ SX eine treue Wirkung ist, dann können wir die Gruppe
G als Untergruppe von SX betrachten, indem wir sie mit ihrem Bild in SX identifizieren.

Jede untreue Gruppenwirkung kann zu einer treuen “vereinfacht” werden, indem
man G nach der normalen Untergruppe Kerϕ faktorisiert.

Definition 1.6. Eine Wirkung ϕ : GÑ SX heißt frei, wenn

gpxq ‰ x

für alle g ‰ e und alle x P X gilt, mit anderen Worten, jedes nichttriviale Element von
G wirkt auf X ohne Fixpunkte.

Aufgabe 1.7. Jede freie Wirkung ist treu.

Definition 1.8. Eine Wirkung heißt transitiv, wenn es für alle x, y P X ein g P G gibt,
sodass gpxq “ y gilt.

Beispiel 1.9. Die Wirkung von GLpn,Rq auf Rn ist treu. Sie ist nicht frei, denn es
gibt lineare Transformationen mit dem Eigenwert 1; noch einfacher: jede lineare Trans-
formation bildet 0 auf 0 ab, die 0 ist also ein Fixpunkt für alle Gruppenelemente. Aus
dem selben Grund ist die Wirkung nicht transitiv: 0 kann nicht auf ein anderes Element
abgebildet werden.
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2.3 Orbits

Definition 1.10. Sei G ü X eine Gruppenwirkung. Der Orbit (oder die Bahn) eines
Punktes x P X ist die Menge aller Punkte, in die x durch die Wirkung von G überführt
werden kann:

Orbpxq :“ ty P X | Dg P G sodass y “ gpxqu

Proposition 1.11. Die Menge X ist disjunkte Vereinigung der Orbits.

Beweis. Wir zeigen, dass

x „ y ô y liegt auf dem Orbit von x

eine Äquivalenzrelation ist. Dann sind die Orbits Äquivalenzklassen und die Behauptung
folgt.

Erstens, x „ x, da epxq “ x. Zweitens, x „ y ñ y „ x, da aus y “ gpxq folgt
x “ g´1pyq. Drittens, aus y “ gpxq und z “ hpyq folgt

z “ hpgpxqq “ phgqpxq

Proposition 1.12. Eine Gruppenwirkung auf X ist transitiv genau dann, wenn sie nur
einen Orbit hat, und zwar X selbst.

Beweis. Klar.

Satz 1.13. Sei G ü X eine freie transitive Wirkung und sei x P X. Dann ist die
Abbildung

Ix : GÑ X, g ÞÑ gpxq

eine Bijektion.

Beweis. Zwei-Zeilen-Beweis:

G ü X transitivñ Ix surjektiv
G ü X freiñ Ix injektiv

Die erste Zeile ist klar, die zweite kann wie folgt erklärt werden. Sei Ix nicht injektiv,
dann

Dg ‰ h : gpxq “ hpxq ñ h´1gpxq “ x

also das Element h´1g ‰ e wirkt mit einem Fixpunkt, was der Freiheit der Wirkung
widerspricht.
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2.4 Affine Räume

Definition 1.14. Ein affiner Raum ist eine Menge mit einer freien und transitiven
Wirkung der additiven Gruppe eines Vektorraums.

Sei V ein Vektorraum, und V ü A eine transitive freie Wirkung. Das bedeutet,
jedem Punkt p P A und jedem Vektor v P V wird ein Element vppq P A zugeordnet.
Dabei gilt

pv ` wqppq “ vpwppqq

Nennen wir die Wirkung vppq das “Abtragen des Vektors v vom Punkt p”. Die Bezeich-
nung p` v :“ vppq lässt uns

p` pv ` wq “ pp` vq ` w

schreiben (Beweis: p ` pv ` wq “ pv ` wqppq “ pw ` vqppq “ wpvppqq “ pp ` vq ` w).
Andererseits vertuscht sie die Tatsache, dass p ` v das Abtragen ist, und v ` w die
Vektoraddition. Mit Worten:

Das Abtragen der Summe v`w von einem Punkt p liefert den selben Punkt
wie das sukzessive Abtragen von v und w.

Im Alltag lernen wir zuerst die affine Ebene (Blatt Papier) und den affinen Raum
(unsere Welt) kennen, und erst danach in der Schule und Universität Vektoren und
Vektorräume. In Mathematik ist es genau umgekehrt.

Die im Satz 1.13 definierte Abbildung Ip : V Ñ A ist eine Bijektion zwischen dem
Vektorraum V und dem affinen Raum A, die 0 P V auf p abbildet, siehe Abb. 1.1. Sie
“wählt p zum Koordinatenursprung in A”, und damit kann der affine Raum mit einem
Vektorraum identifiziert werden. Man drückt es manchmal so aus: “Ein affiner Raum ist
ein Vektorraum, wo man die Lage des Koordinatenursprungs vergessen hat.”

V A
0 p

v Ip p` v

Abbildung 1.1: Bijektion zwischen einem Vektorraum und einem affinen Raum.

Literatur: [Ber09, Abs. 1.1–1.6], [Fis85, Abs. 1.0].
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Kapitel 2

Euklidische und affine Geometrie

1 Isometrien: Darstellung durch Spiegelungen

1.1 Isometrien

Mit En bezeichnen wir die euklidische Ebene (n “ 2) bzw. den euklidischen Raum
(n “ 3).

Definition 2.1. Eine bijektive Abbildung f : En Ñ En heißt Kongruenztransformation
oder Isometrie, wenn sie Abstände erhält, also

distpfpxq, fpyqq “ distpx, yq

für alle x, y P En gilt.

Die Menge aller Isometrien von En wird mit IsompEnq bezeichnet.

Proposition 2.2. Isometrien von En bilden eine Gruppe. Diese Gruppe wirkt auf eine
natürliche Weise auf En.

Beweis. Nach Definition ist IsompEnq eine Teilmenge der Permutationsgruppe SEn . Folg-
lich reicht es zu zeigen, dass

• Komposition zweier Isometrien;

• das Inverse jeder Isometrie;

• die Identitätsabbildung

auch Isometrien sind. Dann ist IsompEnq eine Untergruppe von SEn .

Beispiel 2.3. Die folgenden Abbildungen sind isometrisch.

• Translation um einen Vektor a P Rn.

• Spiegelung an einer Geraden in E2 oder an einer Ebene in E3.
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• Drehung um einen Punkt in E2 oder um eine Gerade in E3.

Kongruenztransformationen werden benutzt, um Kongruenz der geometrischen Figu-
ren zu definieren. Jede Gruppenwirkung G ü X erzeugt eine Gruppenwirkung G ü 2X
auf der Menge aller Teilmengen von X. Und zwar, für A Ă X definieren wir

gpAq :“ tgpxq | x P Au

Definition 2.4. Zwei Teilmengen A,B Ă En heißen kongruent, wenn es eine Isometrie
f P IsompEnq existiert, sodass fpAq “ B.

Zum Beispiel, alle einpunktigen Mengen sind zueinander kongruent, weil die Iso-
metrien auf En transitiv wirken (jeder Punkt kann auf einen anderen z.B. durch eine
Translation der Ebene/Raumes abgebildet werden.

Proposition 2.5. Seien A,B,C P E2 drei nicht kollineare Punkte. Wenn A1, B1, C 1 P E2

die Bedingungen
AB “ A1B1, BC “ B1C 1, CA “ C 1A1

erfüllen, dann gibt es genau eine Isometrie f : E2 Ñ E2, sodass fpAq “ A1, fpBq “ B1

und fpCq “ C 1.

Beweis. Die Existenz von f ist zum SSS-Kongruenzsatz äquivalent. Für Eindeutigkeit
siehe Aufgabe 2.6.

Aufgabe 2.6. Zeige, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

1. Jede Isometrie von E2 ist durch die Bilder von drei nicht kollinearen Punkten A,
B, C eindeutig bestimmt.

2. Wenn f P IsompE2q und fpAq “ A, fpBq “ B, fpCq “ C für nicht kollineare A,
B, C, dann f “ id.

Beweise die zweite Aussage.

Später werden wir eine Verallgemeinerung der Proposition 2.5 auf höhere Dimensio-
nen beweisen.

1.2 Satz über n` 1 Spiegelungen

Satz 2.7. Jede Kongruenztransformation der Ebene kann als Komposition von höchstens
drei Spiegelungen an Geraden dargestellt werden.

Jede Kongruenztransformation des Raumes kann als Komposition von höchstens vier
Spiegelungen an Ebenen dargestellt werden.

Beweis. Sei f P IsompE2q. Seien A,B,C P E2 drei beliebige nicht kollineare Punkte, und
seien

A1 :“ fpAq, B1 :“ fpBq, C 1 :“ fpCq

7



Wir werden Isometrien S1, S2, S3 (wobei jede Si eine Geradenspiegelung oder die Iden-
titätsabbildung ist) so konstruieren, dass

S3 ˝ S2 ˝ S1pAq “ fpAq, S3 ˝ S2 ˝ S1pBq “ fpBq, S3 ˝ S2 ˝ S1pCq “ fpCq (2.1)

Nach Proposition 2.5 wird daraus S3 ˝ S2 ˝ S1 “ f folgen.
Wenn A ‰ A1, dann sei S1 die Spiegelung an der Mittelsenkrechten zwischen A1 und

A, sodass S1pAq “ A1. Wenn A1 “ A, dann sei S1 “ id.
Es gilt

distpA1, B1q “ distpA,Bq “ distpS1pAq, S1pBqq “ distpA1, S1pBqq

Folglich liegt der Punkt A1 auf der Mittelsenkrechten zwischen B1 und S1pBq. Wenn S2
die Spiegelung an `2 ist, dann gilt

S2 ˝ S1pAq “ S2pA
1q “ A1, S2 ˝ S1pBq “ B1

Wenn B1 “ S1pBq, sodass die Mittelsenkrechte nicht definiert ist, dann setze S2 “ id.
Die obigen Gleichungen bleiben richtig.

Nun haben wir

distpC 1, A1q “ distpS2 ˝ S1pCq, S2 ˝ S1pAqq “ distpS2 ˝ S1pCq, A
1q

distpC 1, B1q “ distpS2 ˝ S1pCq, S2 ˝ S1pBqq “ distpS2 ˝ S1pCq, B
1q

Daraus folgt dass entweder C 1 “ S2 ˝ S1pCq oder sind C 1 und S2 ˝ S1pCq bezüglich der
Geraden A1B1 symmetrisch. Im ersteren Fall setzen wir S3 “ id, im letzteren sei S3 die
Spiegelung an der Geraden A1B1. Dann gilt (2.1) und der Satz ist im Fall der Ebene
bewiesen.

A

S2 ˝ S1pCq

C1

B1 “ S2 ˝ S1pBq

A1 “ S2 ˝ S1pAq

A1

S1pBq

B1

A1 “ S1pAq

Der Beweis für E3 ist analog, vorausgesetzt dass jede Isometrie von E3 durch die
Bilder von 4 nicht komplanaren Punkte eindeutig bestimmt ist.

Vergleiche diesen Beweis mit dem der Darstellbarkeit jeder Permutation einer n-
elementigen Menge als Komposition von höchstens n´ 1 Transpositionen.
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1.3 Orientierung; Eigentliche und uneigentliche Isometrien

Darstellung einer Isometrie als Komposition der Spiegelungen ist nicht eindeutig. Sogar
die Anzahl der Spiegelungen ist nicht eindeutig: die Identität kann als Komposition von 0
Spiegelungen dargestellt werden, oder als Komposition zweier Spiegelungen an derselben
Geraden/Ebene. Invariant ist aber die Parität der Anzahl der benötigten Spiegelungen.

Definition 2.8. Orientierter Winkel P R{2πZ zwischen zwei Halbgeraden.

Jede Isometrie f erhält die Winkelmaß: =A1B1C 1 “ =ABC, wenn A1 “ fpAq
usw. Wenn wir aber orientierte Winkel in der Ebene betrachten, dann gilt ~=A1B1C 1 “
˘~=ABC. Wir nehmen es ohne Beweis an, dass jede Isometrie entweder alle orientierten
Winkel erhält oder sie alle umkehrt.

Definition 2.9. Eine Isometrie von E2 heißt orientierungserhaltend, wenn sie die ori-
entierten Winkel erhält, und orientierungsumkehrend, wenn sie sie umkehrt.

Definition der Orientierung in E3 benutzt die Begriffe der “Rechtsschraube” und
“Linksschraube”.

Anstelle von “orientierungserhaltend” und “orientierungsumkehrend” sagt man auch
“eigentlich” und “uneigentlich”.

Proposition 2.10. Komposition zweier eigentlichen oder zweier uneigentlichen Isome-
trien ist eigentlich. Komposition einer eigentlichen und einer uneigentlichen Isometrie
(in beliebiger Reihenfolge) ist uneigentlich.

Beweis. Im Fall von E2 folgt es direkt aus der Definition.

Korollar 2.11. Die Menge Isom`pEnq aller eigentlichen Isometrien bildet eine Gruppe.

Proposition 2.12. Eine Isometrie ist eigentlich (bzw. uneigentlich) genau dann, wenn
sie als Komposition von gerade vielen (bzw. ungerade vielen) Spiegelungen dargestellt
werden kann.

Beweis. Jede Spiegelung (an einer Geraden in E2 oder an einer Ebene in E3) ist orien-
tierungsumkehrend. Aus Proposition 2.10 folgt nun, dass Komposition von gerade (bzw.
ungerade) vielen Spiegelungen eigentlich (bzw. uneigentlich) ist. Daraus folgt die Be-
hauptung.

Vergleiche das mit der Parität von Permutationen.

1.4 Klassifikation der Isometrien der Ebene und des Raumes

Satz 2.13. Jede Isometrie der euklidischen Ebene hat eine der folgenden Formen:

1. Translation Tv um einen Vektor v;

2. Drehung Dϕ
P mit Drehzentrum P und Drehwinkel ϕ P R{2πZ;
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3. Gleitspiegelung ST`,v.

Definition 2.14. Eine Gleitspiegelung der euklidischen Ebene ist Komposition der Spie-
gelung an einer Geraden und der Translation um einen zu dieser Geraden parallelen
Vektor:

ST`,v :“ S` ˝ Tv “ Tv ˝ S`

wobei v ‖ `.

Lemma 2.15. Seien `1 und `2 zwei Geraden in der Ebene, und seien S1 und S2 die
zugehörigen Spiegelungen.

1. Wenn `1 ‖ `2, dann
S2 ˝ S1 “ T2v,

wobei der Vektor v senkrecht zu `1 und `2 ist, in Richtung von `1 zu `2 zeigt, und
den Betrag gleich dem Abstand zwischen `1 und `2 hat.

2. Wenn `1 und `2 sich im Punkt P schneiden, dann

S2 ˝ S1 “ D2ϕ
P ,

wobei ϕ der Winkel von `1 zu `2 ist.

Beachte, dass ϕ nur bis auf ein Vielfaches von π definiert ist. Dafür aber hat 2ϕ einen
wohldefinierten Wert in R{2πZ.

Beweis. In beiden Situationen braucht man entweder eine Fallunterscheidung zu machen
oder Koordinaten zu benutzen (kartesische für `1 ‖ `2 und Polarkoordinaten mit Zentrum
P für `1 X `2 “ tP u).

`1 `2`1 `2

v

`1 `2

Abbildung 2.1: Komposition der Spiegelungen an zwei parallelen Geraden. Bestimme
das Bild des Punktes im dritten Fall selbst.

Beweis des Satzes 2.13. Sei f P IsompE2q. Nach Satz 2.7 ist f als Komposition von
m ď 3 Spiegelungen darstellbar.

Wenn m “ 0, dann kann man f als Translation um den Nullvektor deuten.
Wenn m “ 1, dann ist f eine Geradenspiegelung.
Wenn m “ 2, dann ist f nach Lemma 2.15 eine Translation oder Drehung.
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Sei m “ 3 und f “ S3 ˝ S2 ˝ S1. Nehmen wir an, dass die Geraden `2 und `3 nicht
parallel sind; sei P ihr Schnittpunkt. Beim Ersetzen von `2 und `3 durch `12 und `13, die
sich in demselben Punkt P schneiden und denselben orientierten Winkel bilden, bleibt
die Komposition der Spiegelungen wegen Lemma 2.15 dieselbe:

S13 ˝ S
1
2 “ S3 ˝ S2 ñ S13 ˝ S

1
2 ˝ S1 “ S3 ˝ S2 ˝ S1

Wenn die Gerade `1 ebenfalls durch P geht, dann können wir `2 und `3 so drehen, dass
`12 “ `1. Dann ist

S13 ˝ S
1
2 ˝ S1 “ S13

eine Spiegelung. Wenn `1 nicht durch P geht, dann drehen wir `2 und `3 so, dass `12
senkrecht zu `1 ist. Danach drehen wir `1 und `12 um ihren Schnittpunkt so, dass `22
parallel zu `13 ist. Es folgt

S13 ˝ S
2
2 ˝ S

1
1 “ T2v ˝ S

1
1,

wobei v der Vektor von `22 zu `13 ist. Da v parallel zu `11 ist, ist T2v˝S
1
l eine Gleitspiegelung.

`13

`11

`22
`1

`2
`3

`1

`13

`12

Aufgabe 2.16. Behandle den Fall, wo `2 und `3 parallel zueinander sind.

Satz 2.17. Jede eigentliche Isometrie des Raumes ist eine Schraubung (einschließlich
Translationen und Achsendrehungen).

Jede uneigentliche Isometrie des Raumes ist entweder eine Gleitspiegelung oder eine
Drehspiegelung.

1.5 Komposition von Drehungen und der Satz von Napoleon

Proposition 2.18. Komposition zweier Drehungen der euklidischen Ebene ist eine Dre-
hung oder Translation:

Dϕ
P ˝D

ψ
Q “

#

Dϕ`ψ
R , wenn ϕ` ψ ı 0pmod2πq

Tv, wenn ϕ` ψ ” 0pmod2πq

Dabei ist R der Schnittpunkt der Bilder der Geraden PQ unter Dϕ{2
P und unter D´ψ{2Q .

Komposition einer Drehung und einer Translation in einer beliebigen Reihenfolge ist
eine Drehung mit demselben Drehwinkel:

Dϕ
P ˝ Tv “ Dϕ

Q, Tv ˝D
ϕ
P “ Dϕ

R

11



Beweis. Sei `1 die Gerade PQ und seien

`2 :“ D
ϕ{2
P p`1q, `3 :“ D

´ψ{2
Q p`1q

P Q

R

ϕ
2 ´

ψ
2`1

`2`3

Abbildung 2.2: Komposition zweier Drehungen mit Winkelsumme ungleich Null. Beach-
te, dass der Punkt R auf der anderen Seite der Geraden PQ liegen kann.

Bezeichne mit Si die Spiegelung an `i. Dann gilt nach Lemma 2.15

Dϕ
P “ S2 ˝ S1, Dψ

Q “ S1 ˝ S3

Folglich
Dϕ
P ˝D

ψ
Q “ pS2 ˝ S1q ˝ pS1 ˝ S3q “ S2 ˝ pS1 ˝ S1q ˝ S3 “ S2 ˝ S3

Wenn ϕ ` ψ ı 0pmod2πq, dann schneiden sich die Geraden `2 und `3 im Punkt R und
es gilt S2 ˝ S3 “ D2θ

R . Hier ist θ P R{πZ der Winkel von `3 zu `2. Man sieht, dass
θ “ ϕ`ψ

2 , z.B. wie folgt: nach dem Drehen von `3 um ψ{2 wird sie zu `1 parallel, nach
dem anschliessenden Drehen um ϕ{2 wird sie zu `2 parallel.

ϕ
2

`1
P Q

`2 `3

´
ψ
2

v{2v{2

ϕ
2

P

Q

ϕ
2

P

R

Abbildung 2.3: Die übrigen Fälle der Proposition 2.18.

Für den Fall ϕ`ψ ” 0pmod2πq, sowie für die Komposition von Drehung mit Trans-
lation siehe Abb. 2.3.

Proposition 2.19 (Satz von Napoleon). Seien auf den Seiten eines beliebigen Dreiecks
nach außen reguläre Dreiecke konstruiert. Dann bilden die Zentren dieser Dreiecke selbst
ein reguläres Dreieck.

Beweis. Bezeichne die Punkte wie abgebildet und betrachte die Komposition von Dre-
hungen D120˝

A1 ˝D120˝
B1 .
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B

A

B1

C

A1 C 1

Nach Proposition 2.18 gilt D120˝
A1 ˝D120˝

B1 “ D240˝
C2 , wobei die Punkte A1, B1, C2 ein

reguläres Dreieck bilden. Wir wollen zeigen, dass C2 “ C 1. Betrachten wir hierfür das
Bild des Punktes A unter D240˝

C2 :

D240˝
C2 pAq “ D120˝

A1 ˝D120˝
B1 pAq “ D120˝

A1 pCq “ B

Der Drehzentrum einer 240˝-Drehung, die A auf B abbildet, ist aber C 1. Deswegen
C 1 “ C2 und der Satz ist bewiesen.

Literatur: [Yag62].

2 Ähnlichkeitstransformationen

2.1 Definition

Definition 2.20. Eine bijektive Abbildung f : En Ñ En heißt Ähnlichkeitstransformati-
on, wenn es eine Zahl k ą 0 gibt, sodass

distpfpxq, fpyqq “ k ¨ distpx, yq

für alle x, y P En gilt. Die Zahl k heißt der Streckungsfaktor oder Koeffizient der Stre-
ckung.

Bezeichnen wir die Menge aller Ähnlichkeitstransformationen von En mit SimpEnq.

Proposition 2.21. Ähnlichkeitstransformationen bilden eine Gruppe. Außerdem werden
die Streckungsfaktoren bei der Komposition multipliziert.

Beweis. Seien f, g P SimpEnq Transformationen mit Streckungsfaktoren k, bzw. l. Dann
gilt

distppf ˝ gqpxq, pf ˝ gqpyqq “ k ¨ distpgpxq, gpyqq “ kl ¨ distpx, yq

Komposition zweier Ähnlichkeitstransformationen ist also wieder eine Ähnlichkeitstrans-
formation, deren Streckungsfaktor gleich dem Produkt der Streckungsfaktoren der Kom-
posanten ist.

Es bleibt zu zeigen, dass id eine Ähnlichkeitstransformation ist, und mit jedem f P
SimpEnq auch f´1 P SimpEnq.
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Beispiel 2.22. 1. Die zentrische Streckung ZkP mit Zentrum P und Koeffizienten k.
Bei k “ ´1 kann man Z´1

P als die Punktspiegelung bezüglich P definieren.

2. Die Drehstreckung in der euklidischen Ebene

ZDk,ϕ
P :“ ZkP ˝D

ϕ
P

Beachte, dass
ZD´k,ϕP “ ZDk,ϕ`π

P

Deswegen sind die zentrischen Streckungen mit negativen Faktoren überflüssig.

Definition 2.23. Sei f P SimpEnq mit dem Streckungsfaktor k. Definiere den signierten
Streckungsfaktor von f als

κpfq :“
#

k, wenn f orientierungserhaltend ist
´k, wenn f orientierungsumkehrend ist

Den Streckungsfaktor im Sinne der Definition 2.20 bezeichnen wir mit |κ|pfq “ |κpfq|.
Propositionen 2.10 und 2.21 haben nun zur Folge

Korollar 2.24. Bei der Komposition zweier Ähnlickeitstransformationen werden ihre
signierten Streckungsfaktoren multipliziert:

κpf ˝ gq “ κpfq ¨ κpgq

Mit anderen Worten ist die Abbildung

κ : SimpEnq Ñ Rzt0u

ein Homomorphismus (wobei die Rzt0u als Gruppe bezüglich Multiplikation betrachtet
wird).

Beachte, dass eine Punktspiegelung der Ebene orientierungserhaltend ist (sie ist Dre-
hung um 180˝), während eine Punktspiegelung des Raumes orientierungsumkehrend ist
(sie ist Drehspiegelung mit Drehung um 180˝).

κpZ´1
P q “

#

1, für n “ 2
´1, für n “ 3

Diese Diskrepanz ist noch ein Grund, zentrische Streckungen mit negativen Faktoren
nicht als solche zu bezeichnen.
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2.2 Klassifikation der Ähnlichkeitstransformationen

Satz 2.25. Jede Ähnlichkeitstransformation der euklidischen Ebene ist entweder eine
Isometrie oder Drehstreckung oder Streckspiegelung.

Eine Streckspiegelung ist Komposition einer zentrischen Streckung mit Spiegelung
an einer Geraden durch das Streckungszentrum.

Lemma 2.26. Sei f eine Ähnlichkeitstransformation mit dem Streckungsfaktor |κ|pfq ‰
1. Dann hat f einen Fixpunkt: es existiert x P En mit fpxq “ x.

Beweis. Wenn |κ|pfq ă 1, dann ist f kontrahierend:

distpfpxq, fpyqq ď k ¨ distpx, yq mit k ă 1

Da der metrische Raum En vollständig ist, hat f einen Fixpunkt (der Fixpunktsatz für
kontrahierende Abbildungen).

Wenn |κ|pfq ą 1, dann ist f´1 kontrahierend. Ein Fixpunkt von f´1 ist auch Fix-
punkt von f .

Lemma 2.27. Sei f P SimpEnq, und sei P P En. Dann kann f als Komposition (in be-
liebiger Reihenfolge) von einer Streckung mit Zentrum P und einer Isometrie dargestellt
werden:

Dk P Rą0, g, h P IsompEnq : f “ ZkP ˝ g “ h ˝ ZkP

Beweis. Man setze k gleich dem Streckungsfaktor von f und betrachte die Kompositio-
nen Z1{k

P ˝ f und f ˝ Z1{k
P . Beide sind Ähnlichkeitstransformationen mit Streckungsfak-

tor 1, wegen der Proposition 2.21, und das heißt Isometrien.

Beweis des Satzes 2.25. Wenn |κ|pfq “ 1, dann ist f eine Isometrie. Wenn |κ|pfq ‰ 1,
dann hat f nach Lemma 2.26 einen Fixpunkt P . Nach Lemma 2.27 gilt f “ ZkP ˝ g,
wobei g eine Isometrie ist. Dann

gpP q “ Z
1{k
P pfpP qq “ Z

1{k
P pP q “ P

also ist P ein Fixpunkt von g. Die einzigen Isometrien mit Fixpunkten sind Drehun-
gen und Geradenspiegelungen. Wenn g eine Drehung ist, dann ist das Drehzentrum ihr
einziger Fixpunkt. Folglich

f “ ZkP ˝D
ϕ
P

d.h. f ist eine Drehstreckung. Wenn g die Spiegelung an einer Geraden ` ist, dann gilt
P P `, denn alle Fixpunkte von g liegen auf `. Also

f “ ZkP ˝ S` mit P P `

d.h. f ist eine Streckspiegelung.
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2.3 Komposition von Drehstreckungen

Satz 2.28. Komposition zweier Drehstreckungen ist entweder eine Drehstreckung oder
Translation. Die Drehwinkel addieren sich, und die Streckungsfaktoren multiplizieren sich
bei der Komposition.

ZDk,ϕ
P ˝ ZDl,ψ

Q “

#

ZDkl,ϕ`ψ
R , wenn ϕ` ψ ı 0pmod2πq oder kl ‰ 1

Tv, wenn ϕ` ψ ” 0pmod2πq und kl “ 1

Spaeter wird ein kurzer analytischer Beweis gegeben. Im Spezialfall der “reinen”
Drehungen ist uns dieser Satz bekannt (Proposition 2.18).

Geben wir jetzt einen neuen Beweis des Satzes von Napoleon.

Beweis der Proposition 2.19. Betrachten wir die folgende Komposition zweier Drehstre-
ckungen

f :“ ZD
1?
3
,30˝

A ˝ ZD
?

3,30˝
B

Nach dem Satz 2.28 ist f eine Drehung um 60˝. Zeigen wir, dass der Drehzentrum von
f der Punkt C 1 ist. In der Tat,

fpC 1q “ ZD
1?
3
,30˝

A pC2q “ C 1

wobei C2 die dritte Ecke des regulären Dreiecks auf der SeiteAB ist. Da das Drehzentrum
der einzige Fixpunkt einer nichttrivialen Drehung ist, ist C 1 das Zentrum der Drehung
f . Nun bemerken wir

fpA1q “ ZD
1?
3
,30˝

A pCq “ B1

Das heißt, A1C 1 “ B1C 1 und =A1C 1B1 “ 60˝. Also ist A1B1C 1 ein reguläres Dreieck.

2.4 Dilatationsgruppe

Definition 2.29. Eine Ähnlichkeitstransformation von En heißt Dilatation, wenn sie
als Komposition von zentrischen Streckungen und Translationen dargestellt werden kann.

Bezeichnung für die Menge aller Dilatationen: DilpEnq.

Proposition 2.30. Die Menge aller Dilatationen ist eine Gruppe.

Beweis. Nach der Definition sind die Dilatation alle möglichen Kompositionen

f “ a1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ am

wobei jede Abbildung ai entweder zentrische Streckung oder Translation ist. Daraus folgt
unmittelbar, dass Komposition zweier Dilatationen auch eine Dilatation ist.

Das Inverse einer Dilatation ist

f´1 “ a´1
m ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ a´1

1
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Weil das Inverse jeder zentrischen Streckung eine zentrische Streckung und das Inverse
einer Translation eine Translation ist, ist f´1 eine Dilatation.

Schließlich ist die Identität Komposition von Null Translationen; oder, wenn man
will id “ Tv ˝ T´v.

Überhaupt, wenn man für eine Teilmenge A Ă G alle möglichen Produkte von Ele-
menten aus A und von ihren Inversen nimmt, dann erhält man eine Untergruppe von G.
Diese Untergruppe heißt von der Menge A erzeugt.

Beispiel 2.31. 1. Spiegelungen an Geraden (bzw. and Ebenen) erzeugen die Isome-
triegruppe von E2 (bzw. von E3).

2. Drehungen und Translationen erzeugen die Gruppe der eigentlichen Isometrien von
En, n “ 2, 3. Man kann zeigen, dass auch Drehungen allein dafür ausreichen.

3. Transpositionen erzeugen die endliche Permutationgruppe. Die 3-Zykel erzeugen
die Gruppe der “geraden” Permutationen.

4. Zentrische Streckungen mit einem festen Zentrum P0 und die Isometrien erzeugen
die Gruppe der Ähnlichkeitstransformationen (siehe Lemma 2.27).

Satz 2.32. Jede Bijektion von En (n “ 2, 3), die Kollinearität der Punkte erhält und
jede Gerade auf eine zu ihr parallele Gerade abbildet, ist eine Dilatation.

Literatur: [Yag68].

3 Affine Räume und Abbildungen

3.1 Punkt plus Vektor, Punkt minus Punkt

Erinnerung: Eine Menge A heißt affiner Raum mit dem zugehörigen Vektorraum V ,
wenn die additive Gruppe V auf A transitiv und frei wirkt. Mit anderen Worten, man
hat eine Abbildung

Aˆ V Ñ A, pp, vq ÞÑ p` v

(genannt “Abtragen des Vektors v vom Punkt p”), die die folgenden Bedingungen erfüllt:

1. für alle p P A, v, w P V gilt

pp` vq ` w “ p` pv ` wq

2. die Abbildung
Ip : V Ñ A, v ÞÑ p` v

ist bijektiv für alle p P A.
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Proposition 2.33. Sei A ein affiner Raum mit dem zugehörigen Vektorraum V . Dann
definiert die Regel

p`Dpp, qq “ q

eine Abbildung D : AˆAÑ V mit den folgenden Eigenschaften:

1. für jedes p P A ist die Abbildung

Dpp, ¨q : q ÞÑ Dpp, qq

bijektiv;

2. für alle p, q, r P A gilt
Dpp, qq `Dpq, rq “ Dpp, rq

Beweis. Wir haben

p`Dpp, qq “ q ô q “ IppDpp, qqq ô Dpp, qq “ I´1
p pqq

Bei der zweiten Äquivalenz wird benutzt, dass die Abbildung Ip bijektiv ist. Also ist
Dpp, qq eindeutig und wohl definiert. Dasselbe Argument zeigt, dass Dpp, ¨q “ I´1

p . Folg-
lich ist Dpp, ¨q eine Bijektion. Schliesslich, folgt aus der Definition von D und der ersten
Eigenschaft des Abtragens

p` pDpp, qq `Dpq, rqq “ pp`Dpp, qqq `Dpq, rq “ q `Dpq, rq “ r

Aus p` v “ r folgt v “ Dpp, rq, deswegen gilt Dpp, qq `Dpq, rq “ Dpp, rq.

Abbildung D mit zwei Eigenschaften wie in Proposition 2.5 kann als alternative
Definition einer affinen Struktur benutzt werden.

Die geometrische Bedeutung von Dpp, qq ist unmittelbar: es ist “der Vektor von p zu
q”. Das motiviert die folgenden Bezeichnungen.

Dpp, qq “: ~pq “: q ´ p (2.2)

Man kann zeigen, dass die Gruppenwirkungseigenschaft pp ` vq ` w “ p ` pv ` wq die
Rechenregel

pq ` wq ´ pp` vq “ pq ´ pq ` pw ´ vq usw.
impliziert.

3.2 Linearkombination von Punkten?

Vektoren eines Vektorraumes können mit Skalaren multipliziert und miteinander addiert
werden:

λv, v ` w

Das erlaubt uns, beliebige Linearkombinationen
řm
i“1 λivi zu bilden. Für die Punkte

eines affinen Raumes sind weder Skalarmultiplikation λp noch die Summe p`q definiert.
In zwei Spezialfällen können wir allerdings einer Linearkombination von Punkten eine
Bedeutung geben.
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Definition 2.34. Seien p1, . . . , pm P A Punkte eines affinen Raumes, und seien λ1, . . . , λm P
R reelle Zahlen mit

řm
i“1 λi “ 0. Man definiere

λ1p1 ` . . .` λmpm :“ λ1Dpp, p1q ` . . .` λmDpp, pmq P V

für einen beliebigen Punkt p P A.

Aufgabe 2.35. Zeige, dass bei
ř

i λi “ 0 der Vektor

λ1Dpp, p1q ` . . .` λmDpp, pmq

von der Wahl des Punktes p P A unabhängig ist, und daher
ř

i λipi wohldefiniert.
Zeige außerdem, dass bei

ř

i λi “ 0 und
ř

i µi “ 0 gilt

m
ÿ

i“1
λipi `

m
ÿ

i“1
µipi “

m
ÿ

i“1
pλi ` µiqpi

Insbesondere gilt

λ1p1 ` ¨ ¨ ¨ ` λmpm “ λ2Dpp1, p2q ` ¨ ¨ ¨ ` λmDpp1, pmq

Ein Spezialfall davon ist p2 ´ p1 “ Dpp1, p2q, deswegen ist Definition 2.34 mit der Be-
zeichnung (2.2) verträglich.

Definition 2.36. Seien p1, . . . , pm P A Punkte eines affinen Raumes, und seien λ1, . . . , λm P
R reelle Zahlen mit

řm
i“1 λi “ 1. Man definiere

λ1p1 ` ¨ ¨ ¨ ` λmpm :“ p` λ1Dpp, p1q ` ¨ ¨ ¨λmDpp, pmq P A

für einen beliebigen Punkt p P A. Der resultierende Punkt heißt affine Kombination von
Punkten p1, . . . , pm mit Koeffizienten λ1, . . . , λm.

Aufgabe 2.37. Zeige, dass die affine Kombination von Punkten wohldefiniert ist.

3.3 Affine Abbildungen: Definition

Definition 2.38. Eine Abbildung f : AÑ B zwischen zwei affinen Räumen heißt affin,
wenn

fpλ1p1 ` ¨ ¨ ¨λmpmq “ λ1fpp1q ` ¨ ¨ ¨ ` λmfppmq (2.3)

für alle affinen Kombinationen gilt.

Beispiel 2.39. Die folgenden Abbildungen sind affin:

1. Translation Tv : p ÞÑ p` v;

2. Konstante Abbildung p ÞÑ p0 für ein festes p0;

3. Zentrische Streckung Zkp0 : p ÞÑ p0 ` kpp´ p0q
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Proposition 2.40. Eine Abbildung f ist genau dann affin, wenn

fpλp` p1´ λqqq “ λfppq ` p1´ λqfpqq (2.4)

für alle Punkte p, q und alle λ P R.

Beweis. Gleichung (2.4) ist ein Spezialfall von (2.3) für m “ 2, also (2.3) ñ (2.4).
Aus (2.4) folgt (2.3) mit Induktion. Bei m “ 1 ist (2.3) trivial, bei m “ 2 ist sie

äquivalent zu (2.4). Für den Induktionsschritt wähle ein λi ‰ 1 (alle λi können nicht
gleich 1 sein); oBdA sei λ1 ‰ 1. Dann verwende

fpλ1p1 ` ¨ ¨ ¨ ` λmpmq “ f

ˆ

λ1p1 ` p1´ λ1q

ˆ

λ2
1´ λ1

` ¨ ¨ ¨ `
λm

1´ λ1

˙˙

Definition 2.41. Eine bijektive affine Abbildung eines affinen Raumes auf sich selbst
heißt Affinität oder affine Transformation.

Bezeichnung für die Menge aller Affinitäten:

AffinpAq :“ tf : AÑ A | f affin und bijektivu

Proposition 2.42. Affinitäten bilden eine Gruppe.

Beweis. Klar.

3.4 Affine Hülle und affine Abhängigkeit

Definition 2.43. Die affine Hülle einer endlichen Menge der Punkte im affinen Raum
ist die Menge all ihrer affinen Kombinationen:

afftp1, . . . , pmu :“ t
m
ÿ

i“1
λipi |

ÿ

i

λi “ 1u

Beispiel 2.44. Die affine Hülle zweier verschiedenen Punkte p und q

afftp, qu “ tλp` p1´ λqq | λ P Ru “ tq ` λpp´ qq | λ P Ru

heißt die Gerade durch p und q.

2
3p`

1
3q 2q ´ p

p q

Abbildung 2.4: Affine Kombinationen λp` p1´ λqq.
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Der Punkt λp`p1´λqq teilt die Strecke rp, qs im Verhältnis p1´λq : λ. Bei λ R r0, 1s
liegt dieser Punkt außerhalb der Strecke, siehe Abb. 2.4. Für r “ λp` p1´ λqq können
wir aus

ÝÑpr “ λp` p1´ λqq ´ p “ p1´ λqpq ´ pq
ÝÑrq “ q ´ λp` p1´ λqq “ λpq ´ pq

das Teilungsverhältnis berechnen:
ÝÑpr
ÝÑrq
“

1´ λ
λ

Proposition 2.40 kann jetzt wie folgt umformuliert werden:

Eine Abbildung AÑ B zwischen zwei affinen Räumen ist genau dann affin,
wenn sie Geraden auf Geraden abbildet und die Teilungsverhältnisse erhält.

Definition 2.45. Die Punkte tp1, . . . , pmu heißen affin abhängig, wenn eine nichttriviale
affine Kombination von ihnen gleich Null ist:

Dλ1, . . . , λm P R :
ÿ

i

λi “ 0,
ÿ

i

λipi “ 0 P V und nicht alle λi “ 0

Proposition 2.46. Die drei folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. Punkte tp1, . . . , pmu sind affin abhängig;

2. Einer der Punkte tp1, . . . , pmu kann als affine Kombination von den anderen dar-
gestellt werden;

3. Vektoren p2 ´ p1, . . . , pm ´ p1 sind linear abhängig.

Beweis. Aufgabe.

3.5 Baryzentrische Koordinaten

Definition 2.47. Die Punkte p1, . . . , pm bilden eine Basis von A, wenn sie affin unab-
hängig sind und A aufspannen: afftp1, . . . , pmu “ A.

Satz 2.48. Wenn der zugehörige Vektorraum V eines affinen Raums A endlichdimen-
sional ist, dann hat A eine Basis. Wenn dimV “ n, dann besteht jede affine Basis von
A aus n` 1 Punkten.

Beweis. e1, . . . , en eine Basis von V , dann p, p` e1, . . . , p` en Basis von A
p0, . . . , pm affine Basis, dann p1 ´ p0, . . . , pm ´ p0 Basis von V

Unter Dimension eines affinen Raums verstehen wir die Dimension des zugehörigen
Vektorraums. Eine affine Basis von A besteht demzufolge aus dimA` 1 Punkten.

Die Darstellung jedes Punktes als affine Kombination der Basispunkte ist eindeutig.
In der Tat, aus

λ0p0 ` ¨ ¨ ¨ ` λnpm “ µ0p0 ` ¨ ¨ ¨ ` µnpn

würde folgen pλ0 ´ µ0qp0 ` ¨ ¨ ¨ ` pλn ´ µnqpn “ 0, d.h. p0, . . . , pn wären affin abhängig.
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Definition 2.49. Sei p0, . . . , pn eine affine Basis. Die Koeffizienten einer affinen Kom-
bination

p “
ÿ

i

λipi

heißen die baryzentrischen Koordinaten von p bezüglich der Basis pp0, p1, . . . , pnq.

Baryzentrische Koordinaten werden so genannt, weil der Punkt
ř

i λipi das Baryzen-
trum der Punkte pi mit Massen λi ist. Vgl. den Punkt 2

3p`
1
3q auf Abb. 2.4. Der Punkt

pi hat Koordinaten p0, . . . , 1, . . . , 0q mit der 1 auf der i-ten Stelle (gezählt wird ab Null).

Satz 2.50 (Satz von Ceva). Seien A1, B1, C 1 Punkte auf den Seiten BC, CA, AB eines
Dreiecks.

A

B

C

A1
C 1

B1

P

Dann schneiden sich die Geraden AA1, BB1, CC 1 in einem Punkt genau dann, wenn
ÝÝÑ
AC 1

ÝÝÑ
C 1B

¨

ÝÝÑ
BA1

ÝÝÑ
A1C

¨

ÝÝÑ
CB1

ÝÝÑ
B1A

“ 1 (2.5)

Allgemeiner, Punkte A1, B1, C 1 dürfen auf den Geraden BC, CA, AB außerhalb der
Seiten des Dreiecks liegen.

Beweis. Seien P “ pλ1, λ2, λ3q die baryzentrischen Koordinaten von P bezüglich der
Basis pA,B,Cq. Die Gerade AP besteht aus den Punkten

afftA,P u “ tp1´ tqp1, 0, 0q ` tpλ1, λ2, λ3q | t P Ru

Punkte auf der Geraden afftB,Cu haben die erste Koordinate gleich 0. Daraus berechnen
wir

A1 “

ˆ

0, λ2
1´ λ1

,
λ3

1´ λ1

˙

“

ˆ

0, λ2
λ2 ` λ3

,
λ3

λ2 ` λ3

˙

D.h. A1 “ λ2
λ2`λ3

B ` λ3
λ2`λ3

C und folglich

ÝÝÑ
BA1

ÝÝÑ
A1C

“
λ3
λ2
, und analog

ÝÝÑ
AC 1

ÝÝÑ
C 1B

“
λ2
λ1
,

ÝÝÑ
CB1

ÝÝÑ
B1A

“
λ1
λ3

Daraus folgt die Gleichung (2.5).
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Umgekehrt, wenn (2.5) gilt, dann sei P der Schnittpunkt der Geraden AA1 und BB1.
Aus dem bereits Bewiesenen folgt, dass für den Schnittpunkt C2 der Geraden CP und
AB ebenfalls die Gleichung (2.5) gilt (mit C2 anstelle von C 1). Daraus folgt

ÝÝÑ
AC2

ÝÝÑ
C2B

“

ÝÝÑ
AC 1

ÝÝÑ
C 1B

und deswegen C2 “ C 1. Also geht die Gerade CC 1 ebenfalls durch den Punkt P .

Satz 2.51 (Satz von Menelaus). Punkte A1, B1, C 1 auf den Geraden BC, CA, AB sind
kollinear genau dann, wenn

A

B

C

A1

C 1

B1

ÝÝÑ
AC 1

ÝÝÑ
C 1B

¨

ÝÝÑ
BA1

ÝÝÑ
A1C

¨

ÝÝÑ
CB1

ÝÝÑ
B1A

“ ´1 (2.6)

Beweis. Aufgabe.

3.6 Der Hauptsatz der affinen Geometrie

Satz 2.52. Seien A und B affine Räume. Sei pp0, . . . , pnq eine Basis von A und seien
q0, . . . qn beliebige Punkte in B. Dann gibt es genau eine affine Abbildung f : AÑ B mit
fppiq “ qi für alle i.

Beweis. Für jede affine Abbildung f mit fppiq “ qi gilt

p “ λ0p0 ` ¨ ¨ ¨λnpn ñ fppq “ λ0q0 ` ¨ ¨ ¨ ` λnqn (2.7)

Da jeder Punkt p sich auf eine einzige Weise als affine Kombination von p0, . . . pn dar-
stellen läßt, wird fppq durch die obige Regel wohldefiniert.

Korollar 2.53. Die Gruppe AffinpAq wirkt frei und transitiv auf der Menge der affinen
Basen von A.

Beweis. Eine affine Abbildung AÑ A ist bijektiv genau dann, wenn sie Basen auf Basen
abbildet. Deswegen wirkt AffinpAq auf der Menge aller affinen Basen. Nach dem Satz
2.52 ist diese Wirkung transitiv und frei.
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Die folgende Aussage wird auch als “Hauptsatz der affinen Geometrie” bezeichnet:

Eine bijektive Abbildung zwischen zwei reellen affinen Räumen der Dimen-
sion ě 2, die Geraden auf Geraden abbildet, ist affin.

4 Affine Räume vs. Vektorräume

4.1 Koordinatensysteme in affinen Räumen

Bijektion
Ip : V Ñ A, v ÞÑ p` v

und ihre Inverse
I´1
p : AÑ V, q ÞÑ Dpp, ¨q “ q ´ p

identifizieren den affinen Raum A mit dem Vektorraum V . Etwas informell ausgedrückt,

Affiner Raum mit einem ausgezeichneten Punkt ist ein Vektorraum.

(Noch informeller: Affiner raum ist ein Vektorraum, wo man die Position des Nullvektors
vergessen hat.)

Ist B “ pe1, . . . , enq eine Basis von V , so können wir jeden Vektor v P V bezüglich
dieser Basis zerlegen:

v “ x1e1 ` ¨ ¨ ¨xnen

Die Abbildung
KB : V Ñ Rn, v ÞÑ px1, . . . , xnq

ist ein Vektorraumisomorphismus, das heißt

Endlichdimensionaler Vektorraum mit einer ausgezeichneter Basis ist Rn.

Um einen endlichdimensionalen affinen Raum A mit Rn zu identifizieren, muss man
also einen Koordinatenursprung p P A und eine Basis B in V wählen. Die resultierende
Bijektion bezeichnen wir

Kp,B :“ KB ˝ I
´1
p : AÑ Rn (2.8)

Sie bildet jeden Punkt q auf die Koordinaten des Vektors q ´ p in der Basis B.

4.2 Koordinatendarstellung affiner Transformationen

Die Bijektion 2.8 assoziiert mit jeder Abbildung f : AÑ A eine Abbildung

Kp,B ˝ f ˝K
´1
p,B : Rn Ñ Rn

Nennen wir diese Abbildung Darstellung von f im Koordinatensystem pp,Bq.
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Satz 2.54. Jede affine Abbildung f : A Ñ A hat in jeder Koordinatensystem die Dar-
stellung der Form

x ÞÑMx` b, M P Rnˆn, b P Rn

Die Abbildung f ist bijektiv genau dann, wenn detM ‰ 0.

Lemma 2.55. Sei f : AÑ A affin mit fppq “ p. Dann ist die Abbildung

I´1
p ˝ f ˝ Ip : V Ñ V

linear.

Beweis. Es gilt
I´1
p ˝ f ˝ Ippvq “ I´1

p ˝ fpp` vq “ fpp` vq ´ p

und wir müssen zeigen

fpp` v ` wq ´ p “ pfpp` vq ´ pq ` pfpp` wq ´ pq (2.9)
fpp` λvq ´ p “ λpfpp` vq ´ pq (2.10)

Beweis von (2.9):

fpp` vq ` fpp` wq ´ fpp` v ` wq “ fppp` vq ` pp` wq ´ pp` v ` wqq “ fppq “ p

(die erste Gleichung gilt, weil f affin ist). Beweis von (2.10):

fpp` λvq ´ λfpp` vq ` λp “ fpp` λvq ´ λfpp` vq ` λfppq

“ fppp` λvq ´ λpp` vq ` λpq “ fppq “ p

Lemma 2.56. Sei f : AÑ A affin, p P A beliebig. Dann existiert v P V , sodass

f “ Tv ˝ g und gppq “ p

Beweis. Setze v “ fppq ´ p und g “ T´v ˝ f . Dann

gppq “ pT´v ˝ fqppq “ Tp´fppqpfppqq “ p

und f “ T´1
´v ˝ g “ Tv ˝ g.

Beweis des Satzes 2.54. Nach Lemma 2.56 gilt f “ Tv ˝ g mit gppq “ p. Nach Lemma
2.55 entspricht g einer linearen Abbildung V Ñ V . Jede lineare Abbildung hat in Koor-
dinaten bezüglich einer beliebigen Basis die Form x ÞÑMx mit einer pnˆnq-Matrix M .
Schließlich hat die Abbildung Tv in Koordinaten die Form x ÞÑ x` b, wobei pb1, . . . , bnq
die Koordinaten des Vektors v sind.

Mit mehr Formalität sieht das Argument wie folgt aus. Die Darstellung von f im
Koordinatensystem pp,Bq erfolgt in zwei Schritten:
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• zuerst “Vektorisierung” f 1 :“ I´1
p ˝ f ˝ Ip : V Ñ V ;

• dann “Koordinatisierung” f2 :“ KB ˝ f
1 ˝K´1

B : Rn Ñ Rn

Im ersten Schritt haben wir

f 1 “ I´1
p ˝ f ˝ Ip “ pI

´1
p ˝ Tv ˝ Ipq ˝ pI

´1
p ˝ g ˝ Ipq

Die Abbildung I´1
p ˝ g ˝ Ip : V Ñ V ist linear nach Lemma 2.55, und die Abbildung

I´1
p ˝ Tv ˝ Ip ist die Translation w ÞÑ w ` v im Vektorraum V . Insgesamt gilt

f 1pwq “ Lpwq ` v

mit einer linearen Abbildung L : V Ñ V . Die Koordinatisierung von f 1 ergibt die Formel
x ÞÑMx` b.

Zum Kriterium der Bijektivität von f :

f bijektiv ô g bijektiv ô L bijektiv ô detM ‰ 0

Eine affine Abbildung f : A Ñ B kann ebenfalls nach einer Wahl von Koordinaten-
systemen in A und B in der Form

Rn Ñ Rm, x ÞÑMx` b

dargestellt werden (mit einer m ˆ n-Matrix M und b P Rm). Wählt man das Bild
fppq P B des Koordinatenursprungs p P A zum Koordinatenursprung von B, so entfällt
der konstante Term, und die Abbildung hat die Form x ÞÑMx.

4.3 Allgemeine affine Gruppe und allgemeine lineare Gruppen

Sei A ein n-dimensionaler reeller affiner Raum. In den vorigen Abschnitten haben wir ge-
zeigt, wie man A mit Rn identifiziert, und wie das zu Identifikation der Gruppe AffinpAq
mit der Menge GLpnqˆRn führt. Was für Gruppenstruktur entsteht aber auf der Menge
GLpnq ˆ Rn?

Seien f1pxq “M1x` b1 und f2pxq “M2x` b2 zwei affine Abbildungen. Dann

f1 ˝ f2pxq “M1pM2x` b2q ` b1 “ pM1M2qx` pb1 `M1b2q

Das führt zu der folgenden Definition.

Definition 2.57. Die n-dimensionale allgemeine affine Gruppe ist

GApnq :“ GLpnq ˆ Rn

mit der Gruppenmultiplikation

pM1, b1q ˚ pM2, b2q :“ pM1M2, b1 `M1b2q (2.11)

26



Man braucht nicht zu prüfen, dass die Regel (2.11) die Eigenschaften der Gruppen-
multiplikation hat. In der Tat, wir wissen, dass diese Regel der Komposition der affinen
Transformationen entspricht.

Proposition 2.58. Die Abbildung

GApnq Ñ GLpn` 1q, pM, bq ÞÑ

ˆ

M b
0 1

˙

bildet GApnq isomorph auf eine Untergruppe von GLpn` 1q.

Beweis. Die Abbildung ist offenbar injektiv. Sie ist ein Homomorphismus weil die Mul-
tiplikation solcher Blockmatrizen

ˆ

M1 b1
0 1

˙ˆ

M2 b2
0 1

˙

“

ˆ

M1M2 M1b2 ` b1
0 1

˙

der Regel (2.11) folgt.

Die Gruppenmultiplikation (2.11) ist ein Spezialfall der folgenden allgemeinen Kostruk-
tion.

Definition 2.59. Seien G und H Gruppen, und sei ϕ : G Ñ AutpHq eine G-Wirkung
auf H durch Automorphismen. Das semidirekte Produkt G˙ϕ H wird durch die Grup-
penoperation

pg1, h1q ˚ pg2, h2q :“ pg1g2, h1 ¨ ϕpg1qph2qq (2.12)

auf der Menge GˆH definiert.

Beachte, dass sogar die Assoziativität der Operation (2.12) nicht offensichtlich ist.
Semidirektes Produkt mit ϕ “ id ist das übliche direkte Produkt der Gruppen.

Der Vergleich der Formeln (2.12) und (2.11) zeigt, dass GApnq “ GLpnq˙Rn mit der
Wirkung von GLpnq auf der additiven Gruppe Rn durch Matrix-Vektor Multiplikation.

4.4 Affine Unterräume von Vektorräumen

Man kann auf natürliche Weise einen affinen Unterraum in einem affinen Raum definie-
ren, als eine bezüglich der affinen Kombinationen abgeschlossene Teilmenge.

Man kann aber auch affine Kombinationen von Vektoren in einem Vektorraum defi-
nieren als Linearkombinationen mit der Koeffizientensumme 1.

Definition 2.60. Eine Teilmenge L Ă V heißt affiner Unterraum von V , wenn mit
allen v1, . . . , vm P L auch jede affine Kombination

λ1v1 ` ¨ ¨ ¨λmvm, λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λm “ 1

in L liegt.
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Insbesondere ist jeder Untervektorraum auch ein affiner Unterraum. Aber auch jede
Gerade oder Ebene in R3, die nicht durch den Ursprung geht, ist ein affiner Unterraum
von R3.

Proposition 2.61. Sei L Ă V ein affiner Unterraum eines Vektorraums. Dann gibt es
ein p P V und ein Untervektorraum U Ă V , sodass

L “ p` U :“ tp` v | v P Uu

Beweis. Sei

U :“
#

ÿ

i

λipi | pi P L,
ÿ

i

λi “ 0
+

Dann ist es leicht zu zeigen, dass U ein Untervektorraum von V ist. Sei p P L beliebig.
Ebenso leicht ist es, beide Inklusionen p` U Ă L und p` U Ą L zu beweisen.

Proposition 2.62. Affine Unterräume von Rn sind genau die Lösungsmengen von li-
nearen Gleichungssystemen.

Beweis. Sei M eine m ˆ n-Matrix und sei b P Rn. Dann ist die Lösungsmenge von
Mx` b “ 0 bezüglich affiner Kombinationen abgeschlossen, weil für beliebige Lösungen
x1, . . . , xm P Rn gilt

M
ÿ

i

λixi “
ÿ

i

λiMxi “
ÿ

i

λib “ b

sobald
ř

i λi “ 1.
Umgekehrt, sei L Ă Rn ein affiner Unterraum. Nach der Proposition 2.61 ist L “ p`

U . Wie wir wissen, ist jeder Untervektorraum von Rn die Lösungsmenge eines homogenen
linearen Gleichungssystems. Sei also U “ tx P Rn |Mx “ 0u. Dann gilt

L “ tx P Rn |Mx` b “ 0u

mit b “ ´Mp.

4.5 Jeder affine Raum ist ein affiner Unterraum

Jeder affine Raum A kann als affiner Unterraum eines Vektorraums dargestellt werden.
Wir beschreiben zwei Konstruktionen.
Konstruktion 1. Wähle eine affine Basis p0, . . . , pn von A und betrachte formale Li-
nearkombinationen λ0p0 ` ¨ ¨ ¨ ` λnpn. Solche Kombinationen können addiert und mit
Skalaren multipliziert werden, dabei erfüllen diese Operationen alle Vektorraumaxiome.
Das gibt uns einen Vektorraum V̂ . Die Elemente p0, . . . , pn bilden eine Basis von V̂ , und
A Ă V̂ ist die affine Hyperebene tλ0 ` ¨ ¨ ¨ ` λn “ 1u.

Ein Nachteil dieser Konstruktion ist, dass sie “nicht invariant” ist, da sie von der
Wahl einer Basis von A abhängt.
Konstruktion 2. Sei V der dem A zugehörige Vektorraum. Setze

V̂ :“ pRzt0u ˆAq Y V
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V

A

0

p1, pq

pλ, pq

pvq

Abbildung 2.5: Darstellung jedes affinen Raums als affiner Unterraum.

Es gibt also zwei Sorten von Elementen in V̂ : Paare pλ, pqmit λ P Rzt0u und Elemente
v von V . (Wir schreiben im Folgenden pvq P V̂ um sie von v P V zu unterscheiden.) Wir
definieren die Multiplikation mit Skalaren als

λpµ, pq :“
#

pλµ, pq wenn λ ‰ 0
0 P V wenn λ “ 0

, λpvq :“ pλvq

Die Addition zweier Elemente von V̂ ist definiert als

pλ, pq ` pµ, qq :“
#

pλ` µ, λ
λ`µp`

µ
λ`µqq wenn λ` µ ‰ 0

pλpp´ qqq wenn λ` µ “ 0

und
pλ, pq ` pvq :“ pλ, p` λ´1vq, pvq ` pwq :“ pv ` wq

Diese Konstruktion ist invariant, die Überprüfung der Vektorraumaxiomen ist aber auf-
wändig. Siehe Abb. 2.5 zur Illustration.

Wir können nun immer, wenn wir über einen n-dimensionalen affinen Raum sprechen,
sich eine Hyperebene L in Rn`1 vorstellen, die nicht durch den Nullpunkt geht. Diese
Hyperebene hat keinen ausgezeichneten Punkt. Der auf ihr frei und transitiv wirkender
Vektorraum ist die zu ihr parallele Hyperebene V durch 0.

Es gibt zwei bequeme Wahlmöglichkeiten für die Hyperebene L. Die erste ist

L :“ tx P Rn`1 | x0 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 1u

Dann ist e0, . . . , en eine affine Basis für L, und die gewöhnlichen Koordinaten in Rn`1

sind die baryzentrischen Koordinaten auf L. Die zweite Möglichkeit:

L :“ tx P Rn`1 | x0 “ 1u

führt zu der folgenden Interpretation der Proposition 2.58.

Affine Transformationen der Hyperebene L “ tx0 “ 1u Ă Rn`1 sind die
Einschränkungen von denjenigen der linearen Automorphismen f P GLpn`
1q, welche L auf sich selbst abbilden.
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Dafür schreiben wir die Koordinate x0 nach den Koordinaten x1, . . . , xn. Dann besteht
L aus den Vektoren der Form px, 1qJ und wir haben

ˆ

M b
0 1

˙ˆ

x
1

˙

“

ˆ

Mx` b
1

˙

Ausserdem hat jede Matrix, die tx0 “ 1u in sich selbst abbildet, diese Form.

4.6 Parallelprojektion zwischen affinen Unterräumen

Sei L Ă V ein affiner Unterraum eines Vektorraums. Ein Untervektorraum W Ă V heißt
komplementär zu L, falls V “ U ‘ W gilt, wobei U der zu L parallele Untervektor-
raum ist: L “ p ` U . Beachte: zu jedem nichttrivialen (nicht t0u und nicht ganz V )
Untervektorraum gibt es viele unterschiedliche komplementären Untervektorräume.

Definition 2.63. Die Parallelprojektion auf L entlang W bildet jeden Punkt x P V auf
den einzigen Schnittpunkt von x`W mit L:

πWL : V Ñ L, tπWL pxqu “ px`W q X L

Aufgabe 2.64. Zeige, dass die Parallelprojektion wohldefiniert und eine affine Abbil-
dung ist.

Aufgabe 2.65. Seien L,L1 Ă V zwei affine Unterräume der gleichen Dimension, und
sei W Ă V ein Untervektorraum, der komplementär zu den beiden ist. Zeige, dass die
Einschränkung

πWL : L1 Ñ L

bijektiv ist.

Ein wichtiger Spezialfall ist die Parallelprojektion zwischen zwei Hyperebenen. D. h.
wir setzen dimL “ dimL1 “ dimV´1 voraus und projizieren entlang eines 1-dimensionalen
Untervektorraums W .

Satz 2.66. Jede Affinität kann als Komposition von Parallelprojektionen dargestellt
werden. Nämlich, wenn L Ă V eine Hyperebene ist, dann existieren für jede Affinität f
Hyperebenen L1, . . . , Ln und Geraden W0,W1, . . . ,Wn, sodass die Komposition

L
π
W0
L1
ÝÑ L1

π
W1
L2
ÝÑ L2 ÝÑ . . . ÝÑ Ln´1

π
Wn´1
Ln
ÝÑ Ln

πWnL
ÝÑ L

gleich der Abbildung f ist.
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5 Orthogonalgruppe und Gruppe der euklidischen Isome-
trien

5.1 Skalarprodukt und Standardskalarprodukt

Definition 2.67. Eine symmetrische Bilinearform auf einem Vektorraum V ist eine
Abbildung

B : V ˆ V Ñ R

mit den Eigenschaften

1. Bpv, wq “ Bpw, vq (Symmetrie)

2. Bpλ1v1 ` λ2v2, wq “ λ1Bpv1, wq ` λ2Bpv2, wq

(Beachte, dass aus der Linearität im ersten Argument auch Linearität im zweiten Argu-
ment folgt.)

Die Form B heißt positiv definit, wenn

Bpv, vq ą 0 für alle v ‰ 0

Eine positiv definite Bilinearform wird auch Skalarprodukt genannt. Auf einem Vek-
torraum gibt es viele unterschiedliche Skalarpodukte!

Ein mit einem Skalarprodukt ausgestatteter Vektorraum heißt euklidischer Vektor-
raum.

Im Vektorraum Rn gibt es den Standardskalarprodukt

xx, yy “ x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn (2.13)

Die folgende Aussage zeigt, dass jeder euklidischer Vektorraum zum Rn mit Standards-
kalarprodukt isomorph ist.

Satz 2.68. In jedem euklidischen Vektorraum gibt es eine orthonormale Basis, d.h. eine
Basis pe1, . . . , enq mit

Bpei, ejq “

#

1, wenn i “ j

0, wenn i ‰ j

Beweis. Man nimmt eine beliebige Basis und wendet den Gram-Schmidt Orthogonali-
sierungsverfahren an.

Aus der Bilinearität von B folgt, dass Bpx, yq die Form (2.13) hat, wenn x und y die
Koordinaten bezüglich einer orthonormalen Basis sind.
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5.2 Die Orthogonalgruppe

Definition 2.69. Eine lineare Abbildung f : Rn Ñ Rn heißt orthogonal, wenn sie die
Skalarprodukte erhält:

xfpxq, fpyqy “ xx, yy für alle x, y P Rn

Satz 2.70. Eine lineare Abbildung f : Rn Ñ Rn ist genau dann orthogonal, wenn eine
der folgenden äquivalenten Aussagen gilt:

1. f bildet jede Orthonormalbasis auf Orthonormalbasis;

2. f bildet die Standardbasis auf eine Orthonormalbasis;

3. die Spalten der die Abbildung f darstellenden Matrix M bilden eine Orthonormal-
basis;

4. MJM “ En

5. die Zeilen von M bilden eine Orthonormalbasis.

Es folgt, dass jede orthogonale Abbildung invertierbar ist: M´1 “ MJ. Die Ortho-
gonaltransformationen bilden eine Gruppe (das folgt direkt aus der Definition, oder aus
der Beschreibung MJM “ En). Diese Gruppe wird die Orthogonalgruppe genannt und
wie folgt bezeichnet:

Opnq :“ tM P Rnˆn |MJM “ Enu

Aus MJM “ En folgt detM “ ˘1. Die Orthogonalmatrizen mit Determinante 1
bilden die spezielle Orthogonalgruppe und werden bezeichnet mit

SOpnq :“ tM P Rnˆn |MJM “ En, detM “ 1u

Beispiel 2.71. 1. Die Matrix

Dϕ :“
ˆ

cosϕ ´ sinϕ
sinϕ cosϕ

˙

(2.14)

gehört zu SOp2q. Die Abbildung x ÞÑMx ist die Drehung um Winkel ϕ.

2. Die Matrix
ˆ

1 0
0 ´1

˙

gehört zu Op2q aber nicht zu SOp2q. Das ist die Matrix der Spiegelung an der
x-Achse.
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5.3 Euklidische affine Räume und Isometrien

Ein affiner Raum, dessen zugehöriger Vektorraum mit einem Skalarprodukt ausgestattet
ist, heißt euklidischer affiner Raum. Einen n-dimensionalen euklidischen affinen Raum
bezeichnen wir mit En.

Ein Skalarprodukt erzeugt die Norm durch

}v} :“
a

xv, vy

Definition 2.72. Der Abstand zwischen zwei Punkten in einem euklidischen affinen
Raum wird definiert als

distpp, qq :“ }p´ q}
Eine Abbildung f : En Ñ En heißt Isometrie, wenn sie die Abstände erhält:

}fppq ´ fpqq} “ }p´ q} für alle p, q

Erinnerung aus Abschnitt 1.1: die Menge aller Isometrien bildet eine Gruppe. Diese
Gruppe wird mit IsompEnq bezeichnet.

Beispiel 2.73. Die Translation Tv ist eine Isometrie, denn Tvppq ´ Tvpqq “ p´ q.

5.4 Isometrien und Orthogonaltransformationen

Satz 2.74. Jede Isometrie eines euklidischen affinen Raums ist eine Affinität. Außerdem
ist f P AffinpEnq eine Isometrie genau dann, wenn ihre darstellende Matrix bezüglich
einer (und dann jeder) Orthonormalbasis eine Orthogonalmatrix ist.

Mit anderen Worten, wird En mittels eines orthonormalen Koordinatensystems ko-
ordinatisiert, so gilt

IsompEnq “ Opnq ˙ Rn Ă GLpnq ˙ Rn “ AffinpEnq

Beweis. Wählen wir in En einen Basispunkt p0. Dann kann jede Isometrie als Kompo-
sition einer Isometrie mit Fixpunkt p0 und einer Translation dargestellt werden:

f “ Tfpp0q´p0 ˝ g, gpp0q “ p0

Identifizieren wir En mit einem euklidischen Vektorraum V durch die Wahl von p0 zum
Koordinatenursprung. Dann erhalten wir eine Abbildung

g1 : V Ñ V, g1pvq :“ gpp0 ` vq ´ p0,

die die Norm der Vektoren erhält:

}g1pvq} “ }gpp0 ` vq ´ p0} “ }gpp0 ` vq ´ gpp0q} “ }pp0 ` vq ´ p0} “ }v}

Nach Lemma 2.75 und Lemma 2.76 ist g1 linear und erhält Skalarprodukte, also eine
orthogonale Abbildung. Nach Satz 2.70 wird g1 in jeder Orthonormalbasis mittels einer
Matrix M P Opnq dargestellt. Aus f “ Tv ˝ g folgt nun

fpxq “Mx` b

mit b P Rn die Koordinatendarstellung von v.
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Lemma 2.75. Jede Abbildung g1 : V Ñ V , die die Norm erhält, erhält auch das Skalar-
produkt.

Beweis. Ja, weil das Skalarprodukt durch die Norm ausgedrückt werden kann:

xv, wy “
1
2p}x` y}

2 ´ }x}2 ´ }y}2q

Lemma 2.76. Jede Abbildung g1 : V Ñ V , die die Skalarprodukte erhält, ist linear.

Beweis. Sei e1, . . . , en eine Orthonormalbasis von V . Die Zerlegung eines beliebigen Vek-
tors v P V bezüglich dieser Basis sieht wie folgt aus:

v “
n
ÿ

i“1
xv, eiyei

Da g1 die Skalarprodukte erhält, ist pg1pe1q, . . . , g
1penqq auch eine Orthonormalbasis.

Deswegen gilt

g1pvq “
n
ÿ

i“1
xg1pvq, g1peiqyg

1peiq “
n
ÿ

i“1
xv, eiyg

1peiq

Folglich gilt

g1

˜

ÿ

i

xiei

¸

“
ÿ

i

xig
1peiq,

und daraus folgt, dass dass g1 linear ist.

5.5 Die Gruppen Op2q und SOp2q
Satz 2.77. Jede Orthogonaltransformation f P SOp2q ist eine Drehung um den Null-
punkt. Jede Orthogonaltransformation f P Op2qzSOp2q ist die Spiegelung an einer Gera-
den durch den Nullpunkt.

Beweis. Sei f P Op2q und sei M die Matrix von f bezüglich einer Orthonormalbasis.
Dann gilt

M “

ˆ

a c
b d

˙

mit a2 ` b2 “ 1 “ c2 ` d2, ac` bd “ 0

und jede Matrix mit diesen Eigenschaften repräsentiert eine Orthogonaltransformation.
Aus ac` bd “ 0 folgt

c “ kb, d “ ´ka

und aus a2 ` b2 “ c2 ` d2 folgt k “ ˘1. Beachte auch detM “ ´kpa2 ` b2q “ ´k.
Außerdem impliziert a2 ` b2 “ 1 dass

D!ϕ P r0, 2πq sodass a “ cosϕ, b “ sinϕ
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Betrachten wir zwei Fälle.
1. Fall k “ ´1 Dann ist M “ Dϕ die Drehmatrix (2.14).
2. Fall k “ 1 Dann

M “

ˆ

cosϕ sinϕ
sinϕ ´ cosϕ

˙

Das ist die Matrix der Spiegelung an der durch den Vektor pcos ϕ2 , sin
ϕ
2 q aufgespannten

Geraden. (Beweisen Sie das!)

Die Matrix der Spiegelung nimmt in einer geeigneten Orthonormalbasis (erster Ba-
sisvektor entlang der Geraden, zweiter senkrecht darauf) die Form

M 1 “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

5.6 Die “fast-Diagonalisierbarkeit” orthogonaler Matrizen

Satz 2.78. Sei f : V Ñ V eine Orthogonaltransformation eines euklidischen Vektor-
raums. Dann existiert in V eine Orthonormalbasis, bezüglich welcher die Matrix von f
die folgende Form hat:

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ep 0 0 . . . 0
0 ´Eq . . . 0
0 0 Dϕ1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . Dϕm

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Hier sind Ep, Eq die Einheitsmatrizen, und Dϕ die 2ˆ 2-Drehmatrix (2.14).

Jeder Block Dϕi repräsentiert eine Drehung. Die “Drehachse” ist dabei ein Unter-
vektorraum der Dimension n ´ 2 (Punkt in R2, Gerade in R3). Alle zu der Drehachse
orthogonale Ebenen drehen sich in derselben Richtung um denselben Winkel.

Beachte, dass ´E2 “ Dπ. Folglich können wir eine andere Darstellung geben:

M “

¨

˚

˚

˚

˝

Ep 0 . . . 0
0 Dϕ1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . Dϕm

˛

‹

‹

‹

‚

oder

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ep 0 0 . . . 0
0 ´1 . . . 0
0 0 Dϕ1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . Dϕm

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Im ersten Fall ist detM “ 1, also M P Opnq. Im zweiten Fall detM “ ´1, und ´1
auf der Diagonale entspricht der Spiegelung an der zu diesem Basisvektor orthogonalen
Untervektorraum.

Korollar 2.79. Jede eigentliche Orthogonaltransformation ist Komposition von Drehun-
gen in zueinander orthogonalen Ebenen. Jede uneigentliche Orthogonaltransformation ist
Komposition von solcher Drehungen und einer Spiegelung.
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Eine weitere (koordinatenfreie) Beschreibung des Satzes 2.78: Der Raum V besitzt
eine direkte Summenzerlegung

V “ U1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Up`q ‘W1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Wm

wobei dimUi “ 1, dimWj “ 2 und fpUiq Ă Ui, fpWjq ĂWj . Diese Interpetation werden
wir beim Beweis benutzen.

Definition 2.80. Ein Untervektorraum U Ă V heißt invariant bezüglich einer Abbildung
f : V Ñ V , falls fpUq Ă U gilt.

Beachte, dass wenn f : V Ñ V ein Vektorraumisomorphismus ist, dann folgt aus
fpUq Ă U sogar fpUq “ U .

Beispiel 2.81. Ist v ein Eigenvektor von f , d. h. fpvq “ λv, so ist die lineare Hülle
von v ein invarianter Untervektorraum. Umgekehrt, jeder invarianter 1-dimensionaler
Untervektorraum ist von einem Eigenvektor aufgespannt.

Ist U Ă V invariant, so hat die Abbildung f bezüglich jeder direkten Summenzerle-
gung V “ U ‘W die Blockform

f “

ˆ

g h
0 k

˙

(2.15)

Lemma 2.82. Jede lineare Abbildung f : V Ñ V hat einen invarianten Untervektorraum
der Dimension 1 oder 2.

Beweis. Wähle eine Basis und betrachte die Matrix M P Rnˆn von f bezüglich dieser
Basis. Wenn das charakteristische Polynom P pλq “ detpM ´ λEnq eine reelle Nullstelle
hat, dann spannt jeder diesem Eigenwert zugehörige Eigenvektor einen 1-dimensionalen
invarianten Untervektorraum auf.

Nehmen wir an, P pλq hat keine reellen Nullstellen. Dann hat er eine komplexe Null-
stelle λ P C. Da detpM ´ λEnq “ 0, hat das Gleichungssystem

pM ´ λEnqv “ 0

eine nichttriviale Lösung v P Cn. Von diesem Vektor mit komplexen Koordinaten ausge-
hend, konstruieren wir einen 2-dimensionalen invarianten Unterraum.

Sei v̄ P Cn das komponentenweise Konjugierte zu v. Es gilt

Mv “ λv, Mv̄ “ λ̄v̄

Daraus folgt

Mpv ` v̄q “ λv ` λ̄v̄

M

ˆ

v ´ v̄

i

˙

“
λ

i
v ´

λ̄

i
v̄
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Beide Vektoren v ` v̄ und v´v̄
i haben reelle Koordinaten. Ihre Bilder liegen in der R-

linearen Hülle der beiden, wie z.B.

λv ` λ̄v̄ “
λ` λ̄

2 pv ` v̄q ´
λ´ λ̄

2i

ˆ

v ´ v̄

i

˙

Folglich ist die Hülle von v ` v̄ und v´v̄
i ein invarianter Untervektorraum.

Das ist noch nicht alles, denn wir haben ein 1 ˆ 1 oder 2 ˆ 2-Block g wie in (2.15)
abgespaltet, aber nicht sichergestellt dass der Block k eine Nullmatrix ist. Dafür werden
wir die Orthogonalität der Abbildung f ausnutzen.

Definition 2.83. Sei U Ă V ein Untervektorraum eines euklidischen Vektorraums V .
Dann heißt die Menge

UK :“ tv P V | xv, wy “ 0 @w P Uu

das Orthogonalkomplement von U .

Proposition 2.84. Das Orthogonalkomplement ist ein Untervektorraum, und es gilt

V “ U ‘ UK

Insbesondere dimU ` dimUK “ dimV .

Es gilt auch pUKqK “ U . In der Tat, unmittelbar aus der Definition folgt U Ă pUKqK;
zusammen mit dimU “ dimpUKqKq impliziert das U “ pUKqK.

Lemma 2.85. Sei f : V Ñ V eine Orthogonaltransformation. Dann ist das Orthogonal-
komplement eines invarianten Untervektorraumes selbst invariant.

Beweis. Sei U invariant: fpUq Ă U . Da det f ‰ 0, gilt dim fpUq “ U , und deswegen
fpUq “ U .

Für jedes v P UK und jedes u P U gilt

xfpvq, fpuqy “ xv, uy “ 0

Da nun die Einschrängkung f : U Ñ U bijektiv ist, kann jedes Element w P U als fpuq
mit u P U dargestellt werden. Folglich gilt

xfpvq, wy “ 0 für alle w P U

Das heißt, fpvq P UK für jedes v P UK.

Beweis des Satzes 2.78. Induktion nach n “ dimV . Für n “ 1 ist M “ ˘1. Der Fall
n “ 2 wurde im Abschnitt 5.5 behandelt.
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Sei n ě 3. Laut Lemma 2.82 hat V einen invarianten Untervektorraum U bezüglich
f der Dimension 1 oder 2. Laut Lemma 2.85 ist UK ebenfalls invariant, also hat f die
Blockform

f “

ˆ

g 0
0 h

˙

mit g P OpUq, h P OpUKq. Da dimU “ 1 oder 2, hat die Matrix von g die uns bekannte
Form. Nach der Induktionsvoraussetzung hat auch die Matrix von h die “fast diagonale”
Form in einer geeigneten Basis.

Korollar 2.86. Jede Orthogonaltransformation f P Op3q hat in einer geeigneten Basis
Matrix der Form

M “

¨

˝

1 0 0
0 cosϕ ´ sinϕ
0 sinϕ cosϕ

˛

‚ oder M “

¨

˝

´1 0 0
0 cosϕ ´ sinϕ
0 sinϕ cosϕ

˛

‚

Das heißt, jede Orthogonaltransformation von R3 ist entweder Achsendrehung oder Kom-
position einer Achsendrehung mit der Spiegelung in der zu dieser Achse orthogonalen
Ebene.

Aufgabe 2.87. 1. Bestimme die Achse und den Winkel der Drehung
¨

˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛

‚

2. Bestimme die Standardblockform der Orthogonaltransformation mit der Matrix
¨

˚

˚

˝

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

˛

‹

‹

‚

3. Die gleiche Frage für eine beliebige Permutationsmatrix

Mij “

#

1, wenn j “ σpiq

0, sonst

wobei σ P Sn eine Permutation ist.

5.7 Komplexe Zahlen

Im Abschnitt 2 haben wir den Satz 2.28 ohne Beweis gelassen: Komposition zweier
Drehstreckungen ist eine Drehstreckung oder Translation. Jetzt wird es mit Hilfe der
Koordinaten nachgeholt. Wir benutzen allerdings nicht zwei reelle Koordinaten in der
Ebene, sondern eine komplexe.
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Wir identifizieren C mit R2 mittels reellen Vektorraumisomorphismus

CÑ R2, x` iy ÞÑ px, yq

Die Standardnorm }px, yq}2 “ x2 ` y2 in R2 entspricht der Norm der komplexen Zahlen
}z}2 “ zz̄. Komplexe Zahlen kann man in der Polarform schreiben als

z “ rpcosϕ` i sinϕq “: reiϕ

wobei r “ }z} die Norm und ϕ P R{2πZ das Argument (Winkel von der positiven reellen
Halbachse zur Halbgerade 0z) ist. Bei Multiplikation werden die Normen multipliziert
und Argumente addiert:

reiϕ ¨ seiψ “ rseipϕ`ψq

Daraus folgt unmittelbar

Proposition 2.88. Sei a P C. Die Abbildung

CÑ C, z ÞÑ az

ist die Drehstreckung ZDr,ϕ
0 , wobei r “ }a} und ϕ “ arg a.

Finden wir die Formel für Drehstreckung mit Zentrum im beliebigen Punkt.

Proposition 2.89. Für p P C hat jede Drehstreckung mit Zentrum p die Form

ZDr,ϕ
p pzq “ az ` pp1´ aq

wobei a “ reiϕ.

Beweis. Aus der Definition der Drehstreckung folgt

ZDr,ϕ
p pzq ´ p “ apz ´ pq

(siehe Abbildung 2.6). Das Umstellen liefert das Ergebnis.

p

z

ZDr,ϕ
p pzq

ϕ

Abbildung 2.6: Drehstreckung mit beliebigem Zentrum.

Proposition 2.90. Seien a, b P C mit a ‰ 0. Dann ist die Abbildung

CÑ C, z ÞÑ az ` b

39



1. eine Drehstreckung mit Winkel arg a und Streckungsfaktor }a}, falls a ‰ 1;

2. Translation um b, falls a “ 1.

Beweis. Wenn a ‰ 1, dann haben wir Drehstreckung mit Zentrum b
1´a . Wenn a “ 1,

dann ist z ÞÑ z ` b eine Translation.

Jetzt sind wir bereit für

Beweis des Satzes 2.28. In der komplexen Koordinate schreiben sich die Drehstreckun-
gen als

z ÞÑ a1z ` b1, z ÞÑ a2z ` b2

Ihre Komposition

z ÞÑ a1pa2z ` b2q ` b1 “ pa1a2qz ` pa1b2 ` b1q

ist nach der Proposition 2.90 eine Drehstreckung mit Winkel arg a1 ` arg a2 und Stre-
ckungsfaktor }a1} ¨ }a2}, falls a1a2 ‰ 1. Sonst ist es eine Translation.

Aus Proposition 2.90 folgt auch, dass jede Affinität der komplexen affinen Gera-
de einer eigentlichen Ähnlichkeitstransformation der euklidischen Ebene entspricht. Die
Umkehrung gilt auch, nach dem Satz 2.25. Wir haben also den folgenden Isomorphismus.

Satz 2.91. Die Gruppe der Affinitäten einer komplexen Geraden ist zur Gruppe der
eigentlichen Ähnlichkeitstransformationen der euklidischen Ebene isomorph:

AffinpCq – Sim`pE2q

Man kann dieselben Argumente auch ohne Benutzung der komplexen Zahlen dar-
stellen, indem man statt z ÞÑ az die Abbildung

ˆ

x
y

˙

ÞÑ rDϕ

ˆ

x
y

˙

(mit Dϕ die Drehmatrix) betrachtet.
Andersherum, die komplexen Zahlen können als Matrizen der Form

ˆ

x ´y
y x

˙

definiert werden. Die Multiplikationsregel solcher Matrizen ist dieselbe wie die der kom-
plexen Zahlen. Ähnliche Matrizen mit komplexen Einträgen

Mpz, wq :“
ˆ

z ´w̄
w z̄

˙

produzieren “hyperkomplexe Zahlen”, die Quaternionen. Bezeichet man

i :“Mpi, 0q, j :“Mp0, 1q, k :“Mp0,´iq
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so kann jedes Quaternion als a`bi`cj`dk geschrieben werden. Die Multiplikationsregeln
der Quaternionen sind

i2 “ j2 “ k2 “ ´1, ij “ k “ ´ji, jk “ i “ ´kj, ki “ j “ ´ik

also nicht kommutativ.
Die Quaternione vom Betrag 1 bilden die spezielle unitäre Gruppe

SUp2q :“ tM P C2ˆ2 | M̄JM “ Eu “ tMpz, wq | }z}2 ` }w}2 “ 1u

Diese Gruppe eignet sich gut, um die Orthogonaltransformationen von R3 und R4 zu
beschreiben. Es existieren nämlich Epimorphismen

SUp2q Ñ SOp3q, SUp2q ˆ SUp2q Ñ SOp4q

mit dem Kern t˘Eu, bzw. tpE,Eq, p´E,´Equ. Mehr hierzu siehe in [Sti08].
Beachte auch das offensichtliche Isomorphismus

SUp1q Ñ SOp2q, eiϕ ÞÑ Dϕ

von welchem in diesem Abschnitt Gebrauch gemacht wurde.

5.8 Volumina der Parallelotope und Simplexe

Definition 2.92. Seien v1, . . . , vm P Rn linear unabhängige Vektoren. Dann heißt die
Menge

P pv1, . . . , vmq :“ tλ1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` λmvm | λi P r0, 1su

das von v1, . . . , vm aufgespannte Parallelotop.

Parallelogramm ist ein 2-dimensionales Parallelotop.
Eine detaillierte Behandlung des Volumenbegriffs ist aufwändig. Deswegen setzen wir

einfach per Definition Folgendes.

Definition 2.93. Das Volumen eines volldimensionalen Parallelotops ist gegeben durch

VolnpP pv1, . . . , vnqq “ | detpv1, . . . , vnq| (2.16)

Beispiel 2.94. • Der Flächeninhalt des Parallelogramms mit den Ecken p0, 0q, pa, bq,
pc, dq, pa` c, b` dq ist |ac´ bd|.

• Sind die Vektoren vi Vielfachen der Standardbasisvektoren, so ist pv1, . . . , vnq eine
Diagonalmatrix, und die Formel (2.16) wird zum “ Das Volumen eines rechtwink-
ligen Parallelotops ist das Produkt seiner Seitenlängen”.
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Die allgemeine Formel kann glaubhaft gemacht werden, indem man die Invarianz der
Determinante unter Spaltenaddition ausnutzt: geometrisch entspricht es einer Scherung
des Parallelotops, die das Volumen ebenfalls erhalten soll.

Beachte auch, dass der Betrag der Determinante in (2.16) erhalten bleibt, wenn
die Vektoren v1, . . . , vn bezüglich einer anderen orthonormalen Basis zerlegt werden.
Und zwar, die neuen Koordinaten errechnen sich durch Multiplikation von pv1, . . . , vnq
mit der (Inversen von) Basiswechselmatrix. Diese Matrix ist orthogonal und hat daher
Determinante ˘1.

Definition 2.95. Seien p0, . . . , pm affin unabhängige Punkte eines affinen Raums. Dann
heißt die Menge

∆pp0, . . . , pmq :“ tλ0p0 ` ¨ ¨ ¨ ` λmpm |
ÿ

i

λi “ 1, λi ě 0u

das (m-dimensionale) Simplex mit den Ecken p0, . . . , pm.

Definition 2.96. Das Volumen eines volldimensionalen Simplex in einem euklidischen
affinen Raum ist gegeben durch

Volnp∆pp0, . . . , pnqq “
1
n! | detpp1 ´ p0, . . . , pn ´ p0q| (2.17)

Ein Nachteil der Formel (2.16) ist, dass sie nur für volldimensionale Parallelotope
gilt. Andererseits macht VolmpP pv1, . . . , vmqq auch für m ă n Sinn: das ist das Volumen
eines volldimensionalen Parallelotops im euklidischen Raum spantv1, . . . , vmu. Um dieses
Volumen zu berechnen, kann man v1, . . . , vm bezüglich einer orthonormalen Basis von
spantv1, . . . , vmu zerlegen. Das ergibt einemˆmMatrix, der Betrag deren Determinante
das gesuchte Volumen ist.

Es gibt eine andere Formel, die für alle m gilt.

Definition 2.97. Die Gramsche Matrix einer Folge von Vektoren pv1, . . . , vmq besteht
aus ihren paarweisen Skalarprodukten:

Gpv1, . . . , vmq :“

¨

˚

˝

xv1, v1y . . . xv1, vmy
... . . . ...

xvm, v1y . . . xvm, vmy

˛

‹

‚

Satz 2.98. Die Vektoren v1, . . . , vm sind linear abhängig genau dann, wenn die Deter-
minante ihrer Gramschen Matrix gleich Null ist.

Sind die Vektoren v1, . . . , vm linear unabhängig, so ist das Volumen des von pv1, . . . , vmq
aufgespannten Parallelotops gleich der Quadratwurzel der Gramschen Determinante:

VolmpP pv1, . . . , vmqq “
a

detpGpv1, . . . , vmqq (2.18)
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Beweis. Beide Behauptungen folgen aus
¨

˚

˝

xv1, v1y . . . xv1, vmy
... . . . ...

xvm, v1y . . . xvn, vmy

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

vJ1
...
vJm

˛

‹

‚

`

v1 . . . vm
˘

Wenn m ă n, dann soll angenommen werden, dass alle vi in der Hülle der ersten m
Standardbasisvektoren liegen.

Korollar 2.99. Die Punkte p0, . . . , pm P Rn sind affin abhängig genau dann, wenn

detpGpp1 ´ p0, . . . , pm ´ p0qq “ 0

Sind die Punkte p0, . . . , pm affin unabhängig, so gilt

Volmp∆pp0, . . . , pmqq “
1
n!
a

detpGpp1 ´ p0, . . . , pm ´ p0qq

Beispiel 2.100. Für m “ 2 ist die Gramsche Determinante gleich

}v1}
2}v2}

2 ´ xv1, v2y
2 “ }v1}

2}v2}
2p1´ cos2 γ12q “ }v1}

2}v2}
2 sin2 γ12

wobei γ12 der Winkel zwischen den Vektoren v1 und v2 ist. Das stimmt mit der bekannten
Formel für die Fläche eines Dreiecks überein:

A “
1
2ab sin γ

Die Determinantenformel benutzt die Koordinaten der Ecken, die Gramsche Formel
benutzt die Längen der von einer Ecke ausgehenden Kanten und die Winkel zwischen
diesen Kanten. Ein Simplex ist aber auch durch seine Kantenlängen eindeutig bestimmt.
Folglich soll es einen Weg geben, das Volumen aus den Kantenlängen zu berechnen.

Satz 2.101 (Cayley-Menger Determinante). Seien p0, . . . , pm Punkte im euklidischen
affinen Raum. Bezeichnen wir mit `ij :“ }pi ´ pj} die paarweisen Abstände zwischen
diesen Punkten. Betrachten wir die Matrix

CMp`q :“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 1 . . . 1
1 0 `201 . . . `20m
1 `210 0 . . . `21m
...

...
... . . . ...

1 `2m0 `2m1 . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Die Punkte p0, . . . , pm sind affin abhängig genau dann, wenn detCMp`q “ 0. Sind sie
affin unabhängig, dann gilt

Volmp∆pp0, . . . , pmqq “

a

p´1qm`1 detCMp`q
2
m
2 m!

(2.19)
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Es genügt, die Behauptung über affine Abhängigkeit und die Volumen-Formel für
volldimensionale Simplexe zu beweisen. Deswegen setzen wir im Weiteren m “ n.

Lemma 2.102. Für affin unabhängige Punkte p0, . . . , pn P Rn gilt

Volnp∆pp0, . . . , pnqq “
1
n!

b

detp1` xpi, pjyq

Hier steht paijq für eine Matrix mit Einträgen aij.

Beweis. Sei p̃i “ p1, piq P Rn`1. Dann gilt

Voln`1p∆p0, p̃0, . . . , p̃nqq “
1

pn` 1q!
a

detpGpp̃0, . . . , p̃nqq “
1

pn` 1q!

b

detp1` xpi, pjyq

Andererseits,

Voln`1p∆p0, p̃0, . . . , p̃nqq “
1

n` 1Volnp∆pp0, . . . , pnqq

(Volumen einer Pyramide).

Beweis des Satzes 2.101. Durch Zeilen- und Spaltenumformungen erhalten wir

det
ˆ

0 1J
1 `2ij

˙

“ det
ˆ

0 1J
1 `2ij ´ }pi}

2

˙

“ det
ˆ

0 1J
1 `2ij ´ }pi}

2 ´ }pj}
2

˙

“ det
ˆ

0 1J
1 ´2xpi, pjy

˙

Hier steht 1 für einen Spaltenvektor mit allen Komponenten gleich 1. Durch weitere
Zeilen- und Spaltenumformungen folgt

det
ˆ

0 1J
1 ´2xpi, pjy

˙

“ p´2qn`1 det
ˆ

0 ´1
21J

1 xpi, pjy

˙

“ p´2qn det
ˆ

0 1J
1 xpi, pjy

˙

Jetzt beachten wir

det
ˆ

0 1J
1 xpi, pjy

˙

“ det
ˆ

´1 1J
1 xpi, pjy

˙

wegen detpxpi, pjyq “ 0, weil die n ` 1 Vektoren p0, . . . , pn linear abhängig sind (Satz
2.98). Folglich,

p´2qn det
ˆ

0 1J
1 xpi, pjy

˙

“ p´2qn det
ˆ

´1 1J
1 xpi, pjy

˙

“ p´2qn det
ˆ

´1 0
1 1` xpi, pjy

˙

“ p´1qn`12n detp1` xpi, pjyq

Der Satz folgt jetzt aus Lemma 2.102.

44



Beispiel 2.103. Für n “ 2 haben wir

det

¨

˚

˚

˝

0 1 1 1
1 0 a2 b2

1 a2 0 c2

1 b2 c2 0

˛

‹

‹

‚

“ a4 ` b4 ` c4 ´ 2a2b2 ´ 2b2c2 ´ 2c2a2

“ ´pa` b` cqp´a` b` cqpa´ b` cqpa` b´ cq

Daraus folgt die Heron-Formel für die Fläche des Dreiecks mit Seitenlängen a, b, c:

A “
a

sps´ aqps´ bqps´ cq,

wobei s “ a`b`c
2 .

5.9 Affine und euklidische Begriffe

Der Satz über Seitenhalbierende. Aufgaben aus [Yag68].
Volumina unter affinen Transformationen.

6 Ausblick

6.1 Diskrete Untergruppen und Spiegelungsgruppen

Euklidische Dreiecksgruppen.

6.2 Billarde

Das Reflexionsgesetz “Einfallswinkel = Ausfallswinkel” folgt in der klassischen Mecha-
nik aus der Erhaltung des Impulses (die Kraft beim Abprall wirkt senkrecht zur Fläche,
deswegen bleibt die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit erhalten) und aus der
Erhaltung der kinetischen Energie (die Normalkomponente der Geschwindigkeit soll ih-
ren Betrag erhalten, damit die kinetische Energie dieselbe bleibt).

Auf die elektromagnetischen Wellen, wie Licht, darf man die klassische Mechanik
nur mit Vorsicht anwenden. Hier kann man das Reflexionsgesetz mit dem Fermatschen
Prinzip erklären: das Licht folgt dem schnellsten Weg (dieses Prinzip erklärt auch das
Brechungsgesetz). Solche Variationsprinzipien, die das Verhalten eines physikalischen
Systems durch Minimierung einer bestimmten Größe beschreiben, sind in der modernen
Physik sehr verbreitet.

Die folgende Proposition zeigt, dass der kürzeste Weg die Eigenschaft “Einfallswinkel
= Ausfallswinkel” besitzt.

Proposition 2.104. Seien A und B zwei Punkte auf einer Seite von der Geraden `.
Dann gibt es genau einen Punkt P P `, sodass =APC “ =BPD, wobei C und D die
Lotfußpunkte von A und B auf ` sind.
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Derselbe Punkt P minimiert die Summe der Abstände von A und B zu einem Punkt
auf `:

AP ` PB “ mintAX `XB | X P `u

A

B

P

B1

XC D

Abbildung 2.7: Der kürzeste Weg hat diegleichen Ein- und Ausfallswinkel

Beweis. Sei B1 das Bild des Punktes B unter der Spiegelung an der Geraden `, siehe
Abb. 2.7. Dann gilt =BXD “ =B1XD für jeden Punkt X auf `. Folglich

=AXC “ =BXD ô =AXC “ =B1XD ô X ist der Schnittpunkt von AB1 mit `

Das beweist die erste Behauptung: ein Punkt mit gleichen Ein- und Ausfallswinkel exis-
tiert und ist eindeutig.

Die zweite Behauptung folgt aus der Dreiecksungleichung

AX `XB1 ě AB1,

die genau dann zur Gleichung wird, wenn X auf dem Intervall AB liegt.

Billard im Rechteck. Periodische Bahn im spitzwinkligen Dreieck. Siehe [Tab13]. (Im
Netz der FU als freie Online-Ressource verfügbar.)

6.3 Euklidische Metriken auf dem Torus

6.4 Lie-Gruppen

Siehe [Sti08].

6.5 Normale Untergruppen, einfache Gruppen

SOpnq Ÿ Isom`pEnq
SOp3q ist einfach
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Kapitel 3

Kegelschnitte und Quadriken

1 Kegelschnitte

1.1 Ellipse, Parabel, Hyperbel

Seien A,E zwei sich nicht orthogonal schneidende Geraden in R3. Die Fläche, die bei
der Drehung der Geraden E um die Achse A entsteht, heißt Doppelkegel. Die Gerade E,
sowie alle ihre Bilder, heißt Erzeugende.

Definition 3.1. Die Schnittmenge K X H eines Doppelkegels mit einer Ebene heißt
Kegelschnitt. Wenn die Ebene H nicht durch die Spitze des Doppelkegels geht, dann
heißt der Kegelschnitt eigentlich.

Man kann drei Typen der eigentlichen Kegelschnitte unterscheiden (siehe Abb. 3.1):

Abbildung 3.1: Ellipse, Parabel, Hyperbel

• Ellipse: der Schnitt ist eine geschlossene Kurve; im Spezialfall wo H senkrecht zur
Achse des Kegels ist, ist die Ellipse eine Kreislinie.

• Parabel: die Ebene H ist parallel zu einer Erzeugenden, die Schnittkurve ist un-
beschränkt;

• Hyperbel: die Ebene schneidet beide Kegel des Doppelkegels, der Schnitt besteht
aus zwei unbeschränkten Komponenten.
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1.2 Fokale und bifokale Eigenschaften

Satz 3.2 (Bifokale Eigenschaften). Für jede Ellipse C “ K XH existieren zwei Punkte
F1, F2 P H, sodass

C “ tX P H | XF1 `XF2 “ constu (3.1)

Für jede Hyperbel C “ K XH existieren zwei Punkte F1, F2 P H, sodass

C “ tX P H | |XF1 ´XF2| “ constu (3.2)

Die Punkte F1, F2 heißen die Brennpunkte der Ellipse bzw. der Hyperbel.

Beweis. Betrachten wir zwei in den Kegel eingeschriebene Sphären, die zur Ebene H
tangential sind (die sogenannten Dandelinsche Kugeln). Seien F1, F2 P H die Tangenti-
alpunkte. Durch einen beliebigen Punkt X P C ziehen wir eine Erzeugende des Kegels.
Die Erzeugende ist zu den beiden Sphären tangential; bezeichnen wir mit P1, P2 die
Tangentialpunkte. Es gilt

XF1 “ XP1, XF2 “ XP2

da alle Tangenten von einem Punkt zu Sphäre gleich lang sind.

F1

P2
F2

X

P1
F2

P2

P1

F1X

Abbildung 3.2: Dandelinsche Kugeln.

Wenn C eine Ellipse ist, dann liegt X zwischen P1 und P2, sodass

XF1 `XF2 “ XP1 `XP2 “ P1P2

Die Strecke P1P2 ist für alle Erzeugenden gleich lang.
Wenn C eine Hyperbel ist, dann liegt entweder P1 zwischen P2 und X oder P2

zwischen P1 und X. Folglich gilt

|XF1 ´XF2| “ P1P2

Es bleibt noch zu zeigen, dass für jeden Punkt X P H, der nicht auf der Ellipse
(bzw. Hyperbel) K XH liegt, ist die Summe (bzw. Betrag der Differenz) der Abstände
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anders als für die Punkte auf K X H. Im Fall einer Ellipse betrachten wir hierfür den
Schnittpunkt P der Halbgeraden F1X mit dem Kegel. Aus der Dreiecksungleichung folgt

XF1 `XF2

#

ă PF1 ` PF2 wenn X innerhalb von C liegt
ą PF1 ` PF2 wenn X außerhalb von C liegt

Siehe Abb. 3.3. Der Fall der Hyperbel wird dem Leser überlassen.

F1 F2 F1 F2

P
X

X
P

Abbildung 3.3: XF1 `XF2 ‰ PF1 ` PF2

Für die Parabel gibt es nur eine Dandelinsche Kugel. Der folgende Satz beschreibt
die metrische (monofokale) Eigenschaft der Parabel, die aus Betrachtung dieser Ku-
gel entsteht. Es stellt sich dabei heraus, dass Ellipse und Hyperbel auch eine ähnliche
Eigenschaft besitzen.

Satz 3.3 (Fokale Eigenschaft). Für jede Parabel C “ K XH existiert ein Punkt F P H
und eine Gerade ` P H, sodass

C “ tX P H | XF “ distpX, `qu (3.3)

Sei C “ K XH eine Ellipse, die kein Kreis ist. Dann exisitert für jeden Brennpunkt
F von C eine Gerade ` P H und eine reelle Zahl 0 ă e ă 1, sodass

C “ tX P H | XF “ e ¨ distpX, `qu (3.4)

Sei C “ K X H eine Hyperbel. Dann exisitert für jeden Brennpunkt F von C eine
Gerade ` P H und eine reelle Zahl e ą 1, sodass

C “ tX P H | XF “ e ¨ distpX, `qu (3.5)

Die Gerade ` heißt die Direktrix (Ellipse und Hyperbel haben zwei Direktrices). Die
Konstante e heißt die Exzentrizität der Ellipse, bzw. Hyperbel. Je näher e an 0 ist,
desto weiter entfernt ist die Direktrix und desto “runder” die Ellipse. Das heißt, man
kann informell den Kreis als Ellipse mit Exzentrizität 0 und Direktrix “im Unendlichen”
interpretieren.
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Beweis. Sei C “ K XH eine Parabel. Dann existiert eine in K eingeschriebene Sphäre
S, die tangential zur Ebene H ist. Der Tangentialpunkt F wird der Brennpunkt sein.
Die Gerade ` definieren wir als die Schnittgerade von H mit der Ebene L durch die
Kreislinie K X S.

Sei X P C ein beliebiger Punkt. Dann gilt XF “ XP , wobei P , wie im Beweis
des Satzes 3.2, der Tangentialpunkt der Erzeugenden durch X an der Sphäre S ist. Es
soll nun gezeigt werden, dass XP “ XQ, wobei XQ das Lot auf die Gerade ` ist. Das
gilt in der Tat, denn XP liegt auf einer Erzeugenden des Kegels, und XQ ist zu einer
Erzeugenden parallel. Da alle Erzeugenden diegleiche Neigung auf die Ebene L haben,
sind die Abstände ihnen entlang von X zu L gleich.

F
X

P
Q L

H

`

F

P

Q

`

L

X

H

Abbildung 3.4: Monofokale Eigenschaften.

Wenn C eine Ellipse oder eine Hyperbel ist, dann haben wir ebenfalls XF “ XP .
Das Lot XQ auf ` hat wieder eine konstante, von X unabhängige, Neigung auf die
Ebene L, die diesmal nicht gleich der Neigung der Kegelerzeugenden ist. Bei Ellipsen ist
sie kleiner, und bei Hyperbeln größer. Daher haben wir

XP “ e ¨XQ

mit e ă 1 für Ellipsen und e ą 1 für Hyperbeln.
Damit ist es bewiesen, dass jeder Punkt X P C die Bedingung XF “ e ¨ distpX, `q

erfüllt. Um zu zeigen, dass diese Bedingung auch hinreichend für X P C ist, zieht man
durch X eine zu ` parallele Gerade in H und betrachtet ihre Schnittpunkte mit C (falls
sie existieren).

1.3 Gleichungen der Kegelschnitte

Jetzt können wir den 3-dimensionalen Raum verlassen, und Ellipse, Parabel und Hyper-
bel durch ihre (Bi)fokaleigenschaften als Teilmengen der euklidischen Ebene definieren.

Satz 3.4. Jede Ellipse, die kein Kreis ist, hat im geeigneten Koordinatensystem die
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Gleichung
x2

a2 `
y2

b2
“ 1, a ą b ą 0

Jede Hyperbel hat im geeigneten Koordinatensystem die Gleichung

x2

a2 ´
y2

b2
“ 1, a ą b ą 0

Die Exzentrizität und der Abstand vom Zentrum zur Direktrix sind in beiden Fällen
gleich

e “
c

a
, d “

a2

c

wobei

c “

#?
a2 ´ b2 , für die Ellipse

?
a2 ` b2 , für die Hyperbel

Jede Parabel hat im geeigneten Koordinatensystem die Gleichung

y2 “ 2hx,

wobei h der Abstand zwischen dem Brennpunkt und der Direktrix ist.

pa, 0q

x “ d

p0, bq

pc, 0q

Beweis. Wählen wir zuerst den Brennpunkt F als Koordinatenursprung und richten die
x-Achse senkrecht zur Direktrix. Ist h der Abstand von F zur Direktrix, so hat die
Direktrix die Gleichung tx “ hu und die Ellipse die Gleichung

a

x2 ` y2 “ e|x´ h|

Nach Umformung erhalten wir

p1´ e2qx2 ` 2he2x` y2 “ h2e2

Wenn e ‰ 1 (der Kegelschnitt ist Ellipse oder Hyperbel), dann ergibt die quadratische
Ergänzung

p1´ e2q

ˆ

x`
he2

1´ e2

˙2
` y2 “

h2e2

1´ e2
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Sei e ă 1. Bezeichnen wir c :“ he2

1´e2 ą 0, so wird die Gleichung zu

p1´ e2qpx` cq2 ` y2 “ c2 1´ e2

e2

Wählen wir den Punkt p´c, 0q zum neuen Koordinatenursprung und behalten die Rich-
tungen der Koordinatenachsen, so hat die Kurve die Gleichung

x2

c2{e2 `
y2

c2p1´ e2q{e2 “ 1

Es bleibt a “ c
e und b “ c

?
1´e2

e zu setzen. Dann ist c2 “ a2 ´ b2 und der Abstand vom
Zentrum zur Direktrix

c` h “
h

1´ e2 “
c

e2 “
a2

c

Im Fall der Hyperbel e ą 1 setzt man c :“ he2

e2´1 ą 0 und wählt den neuen Ursprung
in pc, 0q. Man setzt a “ c

e und b “ c
?
e2´1
e , sodass a2 ` b2 “ c2 ist. Der Abstand vom

Zentrum zur Direktrix ist
c´ h “

h

1´ e2 “
c

e2 “
a2

c

1.4 Konfokale Kegelschnitte und die Billardeigenschaften

Definition 3.5. Zwei Ellipsen oder Hyperbeln heißen konfokal, wenn sie dieselben Brenn-
punkte haben. Zwei Parabeln heißen konfokal, wenn sie dengleichen Brennpunkt und
parallele Directrices haben.

Eine Ellipse und eine Hyperbel mit denselben Brennpunkten werden auch konfokal
genannt.

Legen wir zwei Punkte F1, F2 fest, so überdecken die Ellipsen mit Brennpunkten
F1, F2 die Ebene minus das Intervall rF1, F2s ohne Überlappung. Analog sind die Hy-
perbeln mit Brennpunkten F1, F2 disjunkt und überdecken die Ebene ohne die Mittel-
senkrechte zu F1F2 und ohne zwei Halbgeraden, die aus der Geraden F1F2 durch das
Entfernen des offenen Intervalls F1F2 entstehen.

Die konfokalen Parabel überdecken Ebene ohne die zur Richtung der Directrices
orthogonalen Geraden. Dabei gehen durch jeden Punkt zwei konfokale Parabeln.

Satz 3.6 (Billardeigenschaften). Sei X ein beliebiger Punkt auf einer Ellipse, bzw. Hy-
perbel, und t die Tangente durch diesen Punkt. Dann bilden die Geraden XF1 und XF2
dengleichen Winkel mit t. Im Fall der Hyperbel ist t der Bisektor des Winkels F1XF2;
im Fall der Ellipse ist t orthogonal zum Bisektor.

Für jeden Punkt X auf einer Parabel bildet die Tangente t durch X den Bisektor des
Winkels FXP , wobei XP das Lot auf die Direktrix ist.
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Beweis. Sei tX | XF1 `XF2 “ 2au eine Ellipse. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass ein
Punkt Y außerhalb der Ellipse genau dann liegt, wenn Y F1`Y F2 ą 2a. Da alle Punkte
der Tangente t außerhalb der Ellipse liegen, mit Ausnahme von X, der auf der Ellipse
liegt, ist X derjenige Punkt auf t, der die Summe der Abstände zu den Punkten F1 und
F2 minimiert. Nach Proposition 2.104 ist der Einfallwinkel gleich dem Ausfallwinkel, und
der Satz ist im Fall der Ellipse bewiesen.

Im Fall der Hyperbel ist der Beweis analog, wenn man die Behauptung der Aufgabe
3.7 beweist.

Aufgabe 3.7. Seien A und B Punkte auf unterschiedlichen Seiten der Geraden `, sodass
distpA, `q ą distpB, `q. Dann gibt es genau einen Punkt P P `, sodass ` der Bisektor des
Winkels APB ist.

Derselbe Punkt P maximiert die Differenz der Abstände von A und B zu einem Punkt
auf `:

AP ´ PB “ maxtAX ´XB | X P `u

Korollar 3.8. Die konfokalen Kegelschnitte bilden ein orthogonales Netz. Das heißt,
jedes konfokale Paar aus Ellipse und Hyperbel oder aus zwei Parabeln schneidet sich
orthogonal.

1.5 Billard in einer Ellipse

Mehr über Geometrie der Kegelschnitte in [Ber87].

2 Quadriken

2.1 Definition und Basiseigenschaften

Definition 3.9. Eine Quadrik (oder Hyperfläche zweiten Grades) in einem n-dimensionalen
reellen affinen Raum ist die Lösungsmenge Q Ă Rn einer Polynomgleichung vom Grad
2 in n Variablen, die den Koordinaten in Rn entsprechen:

Q “ tx P Rn | P px1, . . . , xnq “ 0u, degP “ 2 (3.6)

Beispiel 3.10. • Ellipse, Parabel und Hyperbel sind Quadriken in R2.

• Der Doppelkegel in R3 mit Achse Oz und Erzeugenden tx “ az, y “ 0u hat die
Gleichung ˘

a

x2 ` y2 “ az, oder äquivalent

x2 ` y2 ´ a2z2 “ 0

ist also eine Quadrik in R3.

• Der Punkt p0, 0q P R2 ist eine Quadrik: er ist die einzige Lösung der Gleichung

x2 ` y2 “ 0
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• Die leere Menge ist eine Quadrik: sie ist die Lösungsmenge von

x2 ` y2 ` 1 “ 0

Die Definition 3.9 benutzt ein Koordinatensystem im affinen Raum und ist daher
nicht ganz korrekt.

Lemma 3.11. Sei An ein n-dimensionaler reeller affiner Raum. Wenn Q Ă An die
Nullstellenmenge eines Polynoms vom Grad m bezüglich eines Koordinatensystems ist,
dann kann sie in jedem Koordinatensystem als die Lösungsmenge eines Polynoms vom
selben Grad dargestellt werden.

Beweis. Ein Koordinatenwechsel ist eine lineare Substitution xi “
ř

j aijx
1
j ` bi mit

detpaijq ‰ 0. Das führt zur Darstellung von Q als die Nullstellenmenge eines Polynoms
P 1px1q. Offensichtlich ist degpP 1q ď degpP q. Wegen Invertierbarkeit der Koordinaten-
wechsel gilt auch degpP q ď degpP 1q, also degpP q “ degpP 1q.

Satz 3.12. Der Schnitt einer Quadrik mit einem affinen Unterraum L Ă Rn ist entweder
eine Quadrik in L oder ein affiner Unterraum von L.

Beweis. Sei Q Ă Rn die Quadrik. Nach Lemma 3.11 können wir oBdA annehmen, dass

L “ tx P Rn | xk`1 “ ¨ ¨ ¨ “ xn “ 0u

Wenn Q die Nullstellenmenge des Polynoms P ist, dann gilt

QX L “ tpx1, . . . , xkq | P px1, . . . , xk, 0, . . . , 0q “ 0u

Das Polynom P 1px1, . . . , xkq :“ P px1, . . . , xk, . . . , 0q hat den Grad höchstens 2. Deswegen
ist QXL eine Quadrik oder affiner Unterraum von L (möglicherweise das ganze L).

Korollar 3.13. Jede Gerade entweder schneidet eine Quadrik in höchstens zwei Punkten
oder ist in der Quadrik vollständig enthalten.

Beweis. Der Schnitt einer Quadrik mit einer Geraden ` ist nach Satz 3.12 entweder
Quadrik in `, d. h. Nullstellenmenge einer quadratischen Gleichung, oder ein affiner
Unterraum von `.

Korollar 3.14. Eigentliche Kegelschnitte sind Quadriken.

Beweis. In der Tat, der Doppelkegel ist eine Quadrik und eigentliche Kegelschnitte keine
affinen Räume.

Bemerkung 3.15. Die Ebene y “ z schneidet den Kegel x2 ` y2 ´ z2 “ 0 entlang der
Geraden tx “ 0, y “ zu. Jede Gerade in der Ebene kann allerdings als Quadrik gesehen
werden, mit der Gleichung der Form pax` by ` cq2 “ 0. (Und die Substitution y “ z in
x2 ` y2 ´ z2 “ 0 liefert die Gleichung x2 “ 0.)

Man muss zwischen den Mengen und den sie definierenden Polynomen unterscheiden:
unterschiedliche Polynomen können dieselbe Nullstellenmenge haben:
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• P1px, yq “ x2 ` y2 ` 1 und P2px, yq “ 1 haben H als die Nullstellenmenge;

• P1px, yq “ x und P1px, yq “ x2 haben die y-Achse als die Nullstellenmenge;

• P2 “ λP1 hat bei λ ‰ 0 dieselbe Nullstellenmenge als P1.

Es gibt zwei mögliche Lösungen:

• das Polynom minimalen Grades zu betrachten, das Q als die Nullstellenmenge hat
(z. B. x statt x2);

• alle auf Q verschwindende Polynome zu betrachten.

Mehr über Nullstellenmengen von Polynomen siehe in [Ful89] und [Rei88].

2.2 Bild einer Quadrik unter affiner Transformation

Sei Q “ tx P An | P pxq “ 0u eine Quadrik, und sei f : An Ñ An eine Transformation
des affinen Raums An. Durch welche Gleichung wird das Bild fpQq beschrieben? Unter
Benutzung der Bijektivität von f erhalten wir

fpQq “ tfpxq | P pxq “ 0u “ ty | P pf´1pyqq “ 0u

Das Bild unter f der Nullstellenmenge von P ist die Nullstellenmenge von
P ˝ f´1.

(Hier kann f eine beliebige, nicht unbedingt affine, Transformation sein, sowie P eine
beliebige Funktion, nicht unbedingt ein Polynom.)

Ist P ein Polynom zweiten Grades, und f eine affine Transformation, so ist P ˝ f´1

das Ergebnis der linearen Substitution x “ f´1pyq in P pxq. Folglich,

Klassifikation der quadratischen Polynome bis auf lineare (bzw. orthogonale)
Substitutionen führt zu Klassifikation der Quadriken bis auf affine (bzw.
orthogonale) Transformationen.

(Unter einer orthogonalen Substitution verstehen wir eine lineare Substitution y “ Ax`b
mit A P Opnq.)

Für bessere Handhabung führen wir jetzt die Matrixschreibweise für Quadriken und
ihre Transformationen ein. Jedes Polynom vom Grad 2 hat die Form

P px1, . . . , xnq “
ÿ

i,j

aijxixj ` 2
ÿ

i

bixi ` c “ xJAx` 2bJx` c

ObdA aij “ aji (wenn aij ‰ aji, dann können beide dieser Koeffizienten durch aij`aji
2

ersetzt werden, ohne dass P sich ändert). Deswegen werden wir die MatrixA symmetrisch
voraussetzen (sodass px, yq ÞÑ xJAy eine symmetrische Bilinearform ist).

Äquivalent:

P pxq “
`

1 xJ
˘

ˆ

c bJ

b A

˙ˆ

1
x

˙

(3.7)
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Diese Schreibweise ist besonders gut für lineare Substitutionen geeignet. Und zwar, die
Substitution x “ Sy ` u mit S P GLpnq, u P Rn schreibt sich als

ˆ

1
x

˙

“

ˆ

1 0
u S

˙ˆ

1
y

˙

und die Komposition P 1pyq :“ P pSy ` uq als

P 1pyq “
`

1 yJ
˘

ˆ

1 uJ

0 SJ

˙ˆ

c bJ

b A

˙ˆ

1 0
u S

˙ˆ

1
y

˙

(3.8)

Hiermit haben wir Folgendes bewiesen.

Proposition 3.16. Sei Q “ tP pxq “ 0u die Quadrik mit P wie in (3.7), und sei
f P GApnq eine affine Transformation. Dann gilt fpQq “ ty P Rn | P 1pyq “ 0u mit P 1

wie in (3.8), wobei
ˆ

1 0
u S

˙

die Matrix von f´1 ist.

2.3 Euklidische Klassifikation der Quadriken

Satz 3.17 (Euklidische Hauptachsentransformation). Für jede Quadrik Q Ă Rn gibt es
eine Isometrie f P IsompRnq, sodass das Bild fpQq eine Gleichung in einer der folgenden
Normalformen hat.

x2
1
a2

1
` ¨ ¨ ¨ `

x2
k

a2
k

´
x2
k`1
a2
k`1

´ ¨ ¨ ¨ ´
x2
k`l

a2
k`l

“ 1 (3.9)

x2
1
a2

1
` ¨ ¨ ¨ `

x2
k

a2
k

´
x2
k`1
a2
k`1

´ ¨ ¨ ¨ ´
x2
k`l

a2
k`l

“ 0 (3.10)

x2
1
a2

1
` ¨ ¨ ¨ `

x2
k

a2
k

´
x2
k`1
a2
k`1

´ ¨ ¨ ¨ ´
x2
k`l

a2
k`l

“ 2xk`l`1 (3.11)

Hier ist a1 ě ¨ ¨ ¨ ě ak ą 0 ă ak`1 ď ¨ ¨ ¨ ď ak`l.

Beweis. Die Reduktion des Polynoms P zu einer Normalform wird in zwei Schritten
erfolgen:

y “ Sx, dann z “ y ` u “ Sx` u

mit S P Opnq. In einem Fall wird ein zusätzlicher Schritt benötigt.
1. Schritt (Diagonalisierung) Die Substitution y “ Sx verändert die Matrix des Polynoms
P wie folgt:

ˆ

1 0
0 SJ

˙ˆ

c bJ

b A

˙ˆ

1 0
0 S

˙

“

ˆ

c bJS
SJb SJAS

˙

“:
ˆ

c b1J

b1 A1

˙

Das heißt, die Matrix der 2-homogenen Terme verändert sich als

A1 “ SJAS (3.12)
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Da S P Opnq, gilt SJ “ S´1, und die Transformationsregel (3.12) ist dieselbe wie die
Transformationsregel für Matrizen der linearen Abbildungen. Die Symmetrie AJ “ A
der Matrix A (man sagt, die entsprechende Abbildung ist selbstadjungiert) führt zu

• A hat nur reelle Eigenwerte;

• das Orthogonalkomplement eines invarianten Unterraums ist selbst invariant.

(Für Beweis der letzteren Aussage bringe die Matrix in die Blockform (2.15) und beachte,
dass h “ 0 wegen der Symmetrie der Matrix.) Das beweist den folgenden

Satz 3.18 (Spektralsatz). Jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines endlichdimen-
sionalen euklidischen Raums hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Für uns bedeutet das: Es existiert eine orthogonale Matrix S, sodass

SJAS “ S´1AS “ Λ

eine Diagonalmatrix ist: Λ “ diagpλ1, . . . , λnq. Die neue Quadrik ist

ty P Rn |
ÿ

i

λiy
2
i ` 2

ÿ

i

b1iyi ` c “ 0u

Wir dürfen annehmen (eine Umordnung der Koordinaten entspricht auch einer orthogo-
nalen Transformation der Quadrik):

λ1 ě ¨ ¨ ¨ ě λk ą 0 ą λk`1 ě ¨ ¨ ¨ ě λk`l, λk`l`1 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0

2. Schritt (Quadratische Ergänzung) Die Substitution z “ y ` u resultiert in
ˆ

1 uJ

0 En

˙ˆ

c b1J

b1 Λ

˙ˆ

1 0
u En

˙

“

ˆ

c1 b2J

b2 Λ

˙

mit b2 “ b1`Λu, d. h. b2i “ b1i`λiui. Wenn λi ‰ 0 für alle i, dann wählen wir u “ ´Λ´1b1,
sodass b2 “ 0. Wenn c1 ‰ 0, dann dividieren wir die Gleichung durch c1 und erhalten die
Form (3.9). Wenn c1 “ 0, dann haben wir eine Gleichung der Form (3.10).

Wenn es λi “ 0 gibt, dann können wir b2i “ 0 für i ď k ` l erreichen, sodass die
Gleichung die folgende Form annimmt.

λ1z
2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` λk`lz

2
k`l ` 2b2k`l`1zk`l`1 ` ¨ ¨ ¨ ` 2b2nzn ` c1 “ 0

In diesem Fall brauchen wir noch den dritten Schritt.
3. Schritt Nach einer Skalierung der Gleichung können wir

4pb22k`l`1 ` ¨ ¨ ¨ ` b
22
n q ` c

12 “ 1

annehmen und eine Orthogonalsubstitution in den letzten Koordinaten durchführen mit

tk`l`1 “ 2b2k`l`1zk`l`1 ` ¨ ¨ ¨ ` 2b2nzn ` c1

Wie die weiteren ti mit i ą k ` l ` 1 aussehen, ist unwichtig. Die Gleichung bekommt
die Form (3.11).
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2.4 Affine Klassifikation der Quadriken

Satz 3.19 (Affine Hauptachsentransformation). Für jede Quadrik Q Ă Rn gibt es eine
affine Transformation f P AffinpRnq, sodass das Bild fpQq eine Gleichung in einer der
folgenden Normalformen hat.

x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
k ´ x

2
k`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ x

2
k`l “ 1 (3.13)

x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
k ´ xk`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ x

2
k`l “ 0 (3.14)

x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
k ´ x

2
k`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ x

2
k`l “ 2xk`l`1 (3.15)

Beweis. Das folgt aus der euklidischen Klassifikation durch die Substitution xi “ aiyi.

Gram-Matrix.
Signatur pk, lq ist dieselbe wie die von A.

2.5 Quadriken in R2

2.6 Quadriken in R3

3 Geometrie der Quadriken

3.1 Die Einheitshyperbel und hyperbolische Trigonometrie

Die Hyperbel
tpx, yq P R2 | x2 ´ y2 “ 1u

wird die Einheitshyperbel genannt, in der Analogie mit dem Einheitskreis x2 ` y2 “ 1.
Sie ist mit der anderen häufig vorkommenden Hyperbel xy “ 1 verwandt.

Aufgabe 3.20. Zeige, dass das Bild der Kurve txy “ 1u unter Drehung um ´π
4 mit

Zentrum in p0, 0q die Gleichung x2´y2 “ 2 hat, und hiermit die mit dem Streckungsfaktor
?

2 skalierte Einheitshyperbel ist.

Der Einheitskreis besitzt die Parametrisierung x “ cos t, y “ sin t. Analog, der rechte
Zweig der Einheitshyperbel wird parametrisiert durch

x “ cosh t, y “ sinh t (3.16)

wobei
cosh t “ et ` e´t

2 , sinh t “ et ´ e´t

2
In der Parametrisierung des Kreises ist t der Winkel zur positiven x-Halbachse. Was ist
die Bedeutung des Parameters t in (3.16)?

Proposition 3.21. Der auf Abb. 3.5, links, schraffierte Sektor hat Fläche t
2 .
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pcosh t, sinh tq

t{2 p1, 0q

p1, 1q
pet, e´tq

Abbildung 3.5: Parametrisierung der Hyperbel.

Beweis. Nach einer Drehstreckung und Spiegelung wird dieser Sektor zu dem Sektor auf
Abb. 3.5, rechts (und verdoppelt dabei seine Fläche). Der letztere hat dieselbe Fläche
wie die schraffierte Trapez, deren Fläche leicht mit Integral berechnet werden kann.

Bemerkung 3.22. Für die pcos t, sin tq-Parametrisierung des Einheitskreises ist t eben-
falls doppelt so groß wie die Sektorfläche. Gleichzeitig ist t gleich der Bogenlänge. Aber
nicht im hyperbolischen Fall, wo die Bogenlänge von p1, 0q zu pcosh t, sinh tq keine ele-
mentare Funktion ist.

3.2 Hyperbolische Drehungen

Die Drehmatrix Dϕ P SOp2q bildet den Einheitskreis auf sich selbst. Dabei wird ϕ zum
Parameter t addiert:

Dϕ

ˆ

cos t
sin t

˙

“

ˆ

cospt` ϕq
sinpt` ϕq

˙

Definition 3.23. Die hyperbolische Drehmatrix ist definiert als

Hs :“
ˆ

cosh s sinh s
sinh s cosh s

˙

Es gilt

Hs

ˆ

cosh t
sinh t

˙

“

ˆ

coshpt` sq
sinhpt` sq

˙

Daraus folgt die folgende

Proposition 3.24. Für je zwei Punkte P1, P2 auf dem rechten Zweig der Hyperbel gibt
es genau eine hyperbolische Drehung, die P1 auf P2 abbildet.
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Für die Hyperbel xy “ 1 hat jede Drehmatrix die Form
ˆ

c 0
0 1

c

˙

. Demensprechend

streckt eine der Einheitshyperbel entsprechende hyperbolische Drehung die Ebene ent-
lang einer der Geraden x “ y, x “ ´y und staucht entlang der anderen.

3.3 Parabolische Drehungen

Definition 3.25. Die lineare Abbildung mit der Matrix

Sa :“
ˆ

1 0
a 1

˙

heißt Scherung entlang der y-Achse.

Die Abbildung Sa bildet die Gerade x “ 1 auf sich selbst; die Einschränkung von
Sa auf diese Gerade ist die Translation um a. In diesem Sinne ist Sa zu den Drehungen
Dϕ und Hs analog: die Stelle des Einheitskreises und der Einheitshyperbel wird vom
Geradenpaar x2 “ 1 eingenommen, die “Winkelmaß” ist die y-Koordinate.

Die Scherungen können zu Abbildungen modifiziert werden, die eine Parabel auf sich
selbst abbilden. Betrachten wir zunächst das Bild der “Einheitsparabel” y “ x2 unter Sa.

Saty “ x2u “ ty ´ ax “ x2u “

"

y “
´

x`
a

2

¯2
´
a2

4

*

Das ist die um den Vektor p´a
2 ,´

a2

4 q verschobene Einheitsparabel. Folglich bildet die
affine Transformation T

pa2 ,
a2
4 q
˝ Sa die Einheitsparabel auf sich selbst.

Definition 3.26. Die affine Transformation

Pa

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x` a
2

ax` y ` a2

4

˙

wird die parabolische Drehung genannt.

3.4 Euklidische vs. affine Invarianten

Jede Isometrie eines euklidischen Raums erhält die Abstände (das ist die Definition
der Isometrien). Daraus folgt (siehe Abschnitt 5), dass die Isometrien auch Folgendes
erhalten:

• Kollinearität der Punkte (d. h. Geraden werden auf Geraden abgebildet);

• Winkel;

• Volumina.

Die Affinitäten erhalten
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• Kollinearität der Punkte;

• Teilungsverhältnisse, sowie Längenverhältnisse auf parallelen Geraden;

• Verhältnisse der Volumina.

(Dabei können die letzten zwei Invarianten als Spezialfälle der Erhaltung der Volumen-
verhältnissen in parallelen affinen Unterräumen betrachtet werden.)

Affinitäten verzerren im Allgemeinen die Winkel und die Längenverhältnisse auf
nichtparallelen Geraden.

Benutzt die Formulierung eines geometrischen Satzes nur affine Begriffe, so kann
man die Ausgangsdaten durch eine beliebige affine Transformation in eine spezielle, z. B.
symmetrische Lage bringen, und nur für diese Lage beweisen. Daraus folgt die Gültigkeit
des Satzes für alle Ausgangsdaten.

Zum Beispiel, wenn ein affiner Satz für reguläre Dreiecke gilt, dann gilt er für alle
Dreiecke.

Beispiel 3.27. Beweisen wir, dass die Seitenhalbierenden eines jedes Dreiecks sich in
einem Punkt schneiden.

Da sowohl die Voraussetzung (Seitenhalbierenden) als auch die Aussage (sich in ei-
nem Punkt schneiden) affin invariant sind, genügt es, den Satz für reguläre Dreiecke zu
beweisen. Für reguläre Dreiecke gilt der Satz wegen der Symmetrie.

Hier ist ein weniger triviales Beispiel.

Proposition 3.28. Verbindet man die Ecken eines Dreiecks mit den Punkten, die die je-
weils gegenüberliegenden Seiten in drei gleichlange Strecken teilen, so entsteht ein Sechs-
eck, dessen Diagonalen sich in einem Punkt schneiden (siehe Abb. 3.6).

Abbildung 3.6: Beispiel eines affinen Satzes: Sechseck mit sich in einem Punkt schnei-
denden Diagonalen.

Im Gegenteil, die folgenden zwei Sätze sind nicht affin.

Proposition 3.29. Teilt man jeden Winkel eines Dreiecks in drei gleiche Teile, so

• entsteht ein Sechseck, dessen Diagonalen sich in einem Punkt schneiden;

• (Satz von Morley) ist das Dreieck KLM auf Abb. 3.7, rechts, regulär.
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Abbildung 3.7: Noch ein Sechseck und der Satz von Morley.

3.5 Konjugierte Durchmesser

Satz 3.30. Sei Q ein Kegelschnitt, und sei ` eine Gerade. Dann liegen die Mittelpunkte
aller zu ` parallelen Sehnen von Q auf einer Geraden.

Wenn Q eine Ellipse oder eine Hyperbel ist, dann geht diese Gerade durch das Zen-
trum von Q; wenn Q eine Parabel ist, dann ist diese Gerade zur Symmetrieachse der
Parabel parallel.

Abbildung 3.8: Mittelpunkte der parallelen Sehnen liegen auf einer Geraden.

Beweis. Wenn Q eine Ellipse ist, dann gibt es eine Affinität f , die Q auf ein Kreis fpQq
abbildet. Parallele Geraden gehen auf parallele Geraden, Mittelpunkte der Strecken auf
Mittelpunkte dessen Bilder. Die Mittelpunkte der parallelen Kreissehnen liegen auf einer
Geraden, die durch das Zentrum geht. Die Anwendung der inversen Affinität f´1 bildet
diese Gerade auf eine Gerade ab, die ebenfalls durch das Symmetriezentrum von Q geht.

Ist Q eine Hyperbel x2

a2 ´
y2

b2 “ 1, so wenden wir eine hyperbolische Drehung f an,
sodass fp`q zu einer der Koordinatenachsen parallel ist. (Zeige, dass so ein f existiert!)

Ist Q eine Parabel x2 “ 2hy, so wenden wir eine parabolische Drehung an, die `
auf eine waagerechte Gerade abbildet (zeige, dass es immer möglich ist, wenn ` nicht
senkrecht ist). Die Mittelpunkte aller waagerechten Sehnen liegen auf der y-Achse. Da
die parabolischen Drehungen Parallelität zur y-Achse erhalten, lagen die Mittelpunkte
der Sehnen vor der Drehung auf einer zur y-Achse parallelen Geraden.

Korollar 3.31. Existiert eine zu ` parallele Tangente an Q, so liegt der Tangentialpunkt
auf einer Geraden mit den Mittelpunkten der zu ` parallelen Sehnen.

Beweis. Liegt der Tangentialpunkt außerhalb dieser Geraden, so gibt es eine kurze Sehne,
die ganz auf einer Seite von dieser Geraden liegt. Das widerspricht der Tatsache, dass
die Gerade durch den Mittelpunkt dieser Sehne geht.

Satz 3.32. Sei Q Ellipse oder Hyperbel, ` eine Gerade durch das Zentrum von Q (aber
keine Asymptote der Hyperbel). Sei `˚ die Gerade durch die Mittelpunkte der zu ` paral-
lelen Sehnen. Dann gilt

p`˚q˚ “ `,

das heißt, die Gerade ` geht ihrerseits durch die Mittelpunkte der zu `˚ parallelen Sehnen.

Beweis. Wenden wir eine affine Transformation an, sodass ` zu einer der Koordinaten-
achsen wird. Dann ist `˚ die andere Koordinatenachse, und deswegen p`˚q˚ “ `.
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Abbildung 3.9: Konjugierte Durchmesser.

Die durch Q auf den Geraden ` und `˚ ausgeschnittenen Intervalle heißen konjugierte
Durchmesser von Q. Im Fall der Hyperbel schneidet eine der Geraden `, `˚ die Hyperbel
nicht, der entsprechende Durchmesser ist rein imaginär.

3.6 Steiner-Ellipse und andere eingeschriebene Ellipsen

Satz 3.33 (Steiner-Ellipse). Für jedes Dreieck gibt es eine eingeschriebene Ellipse, die
an den Seitenmittelpunkten tangential ist.

Beweis. Wende eine affine Transformation f an, sodass fpABCq ein reguläres Dreieck ist.
Der Inkreis Q von fpABCq berührt die Seiten in ihren Mittelpunkten. Folglich berührt
die Ellipse f´1pQq die Seiten von ABC auch in ihren Mittelpunkten.

Abbildung 3.10: Existenz der Steiner-Ellipse.

Aufgabe 3.34. Zeige, dass die Steiner-Ellipse die größte Fläche unter allen in Dreieck
eingeschriebenen Ellipsen hat.

Das volumengrößte Ellipsoid in einer kompakten konvexen Teilmenge von Rn heißt
das John-Ellipsoid, [].

Es stellt sich die Frage, wie viele eingeschriebenen Ellipsen hat ein Dreieck. Wir
kennen zumindest zwei: der Inkreis und die Steiner-Ellipse.

Proposition 3.35. Seien A1, B1, C 1 Punkte auf den Seiten BC, CA, AB des Dreiecks
ABC. Eine in ABC eingeschriebene und in den Punkten A1, B1, C 1 tangentiale Ellipse
existiert genau dann, wenn

AC 1

BC 1
¨
BA1

CA1
¨
CB1

AB1
“ 1 (3.17)

Beweis. Um die Notwendigkeit der Bedingung (3.17) zu zeigen, wenden wir eine affine
Transformation f an, die die Ellipse auf ein Kreis abbildet. Die Tangentialpunkte des
Inkreises besitzen die Eigenschaft

fpAqfpC 1q “ fpAqfpB1q, fpBqfpC 1q “ fpBqfpA1q, fpCqfpA1q “ fpCqfpB1q (3.18)

Folglich
fpAqfpC 1q

fpBqfpC 1q
¨
fpBqfpA1q

fpCqfpA1q
¨
fpCqfpB1q

fpAqfpB1q
“ 1

Da die affinen Tranformationen die Teilungsverhältnisse erhalten, gilt fpAqfpC1q
fpBqfpC1q “

AC1

BC1

usw. Daraus folgt (3.17).
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Sei nun (3.17) erfüllt. Es genügt die Existenz einer Affinität f zu zeigen, für welche
(3.18) gilt. Diese setzen wir als f “ hg zusammen: g wird so gewählt, dass gpAqgpC 1q “
gpAqgpB1q, und h ist eine Streckung oder Stauchung in der zu fpB1qfpC 1q senkrechten
Richtung.

Korollar 3.36. Sind A1, B1, C 1, die Tangentialpunkte einer in Dreieck ABC einge-
schriebenen Ellipse, so schneiden sich die Geraden AA1, BB1, CC 1 in einem Punkt.

Beweis. Bedingung (3.17) ist zur Existenz eines gemeinsamen Schnittpunktes von AA1,
BB1, CC 1 nach dem Satz 2.50 von Ceva äquivalent.

3.7 Sätze von Brianchon und Pascal

Das Korollar 3.36 ist ein Spezialfall des folgenden Satzes.

Satz 3.37 (Satz von Brianchon). Sei ABCDEF ein um eine Ellipse umgeschriebenes
Sechseck. Dann schneiden sich die Segmenten AD, BE, CF in einem Punkt.

Das Sechseck darf in ein Fünf-, Vier- oder Dreieck ausarten, indem ein oder mehrere
Paare von aufeinander folgenden Seiten kollinear werden, und die Ecke dazwischen zum
Tangentialpunkt wird.

Abbildung 3.11: Der Satz von Brianchon.

Der folgende Satz hat eine große Ähnlichkeit mit dem Satz von Brianchon.

Satz 3.38 (Satz von Pascal). Sei ABCDEF ein in eine Ellipse eingeschriebenes Sechs-
eck. Dann liegen die Schnittpunkte der Paaren der gegenüberliegenden Seiten auf einer
Geraden.

Das Sechseck darf in ein Fünf-, Viel- oder Dreieck ausarten, indem ein oder mehrere
Paare von aufeinander folgenden Ecken zusammenfallen, und die sie verbindende Gerade
tangential zur Quadrik wird.

Der Zusammenhang zwischen den zwei Sätzen wird im Abschnitt 4.5 erläutert.
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Abbildung 3.12: Der Satz von Pascal.

4 Polarität bezüglich einer Quadrik

4.1 Symmetrische Bilinearformen und quadratische Formen

Im Folgenden bezeichnet α eine symmetrische Bilinearform auf Rn (siehe Definition
2.67), die nicht unbedingt positiv definit ist. Symmetrische Bilinearformen stehen in
einer Bijektion mit symmetrischen nˆ n-Matrizen:

αpv, wq “ vJAw

Wird w “ v eingesetzt, so entsteht die mit α assoziierte quadratische Form αpv, vq.
Eine symmetrische Bilinearform ist durch ihre assoziierte quadratische Form eindeutig
bestimmt:

αpv, wq “
1
2pαpv ` w, v ` wq ´ αpv, vq ´ αpw,wqq

Beispiel 3.39. Bezeichnen wir v “
ˆ

x
y

˙

, vi “
ˆ

xi
yi

˙

.

• Die quadratische Form
αpv, vq “ x2 ´ y2

ist mit der symmetrischen Bilinearform

αpv1, v2q “ x1x2 ´ y1y2 (3.19)

assoziiert. Die Matrix dieser Form ist
ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

• Die quadratische Form αpv, vq “ xy ist mit der symmetrischen Bilinearform αpv1, v2q “

1
2px1y2 ` y1y2q assoziiert, mit der Matrix

ˆ

0 1
2

1
2 0

˙

.

Definition 3.40. Eine symmetrische Bilinearform α heißt nicht-ausgeartet, wenn

@v ‰ 0 Dw sodass αpv, wq ‰ 0 (3.20)
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Proposition 3.41. Eine symmetrische Bilinearform ist genau dann nicht-ausgeartet,
wenn ihre Matrix den vollen Rank hat.

Beweis. Bedingung (3.20) ist äquivalent zu v ‰ 0 ñ vJA ‰ 0, und die ist äquivalent zu
rankA “ n.

Für eine nicht-ausgeartete Form können Vektoren v ‰ 0 existieren, für welche αpv, vq “
0. Das ist z. B. der Fall für α aus (3.19) und v “ p1,´1qJ. Solche Vektoren heißen isotrop.

4.2 Orthogonalkomplement und konjugierte Durchmesser

Definition 3.42. Sei α eine symmetrische Bilinearform auf Rn, und sei U Ă Rn ein
Untervektorraum. Das Orthogonalkomplement bezüglich α wird definiert als

UK :“ tw P Rn | αpv, wq “ 0 @v P Uu

Proposition 3.43. Ist α nicht-ausgeartet, so gilt

dimUK “ n´ dimU

Beweis. Sei v1, . . . , vk eine Basis von U . Dann

w P UK ô vJi Aw “ 0 @i

Das ist ein lineares Gleichungssystem vom Rang k (da A nicht-ausgeartet und vi linear
unabhängig sind), deswegen hat der Lösungsraum Dimension n´ k.

Beispiel 3.44. Für α aus (3.19) und U “ tx “ yu ist UK “ U .

Jetzt können wir die konjugierten Durchmesser algebraisch behandeln. Sei α eine
nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform in R2. Dann ist

Q “ tp P R2 | αpp, pq “ 1u (3.21)

eine Quadrik in R2. Wir nehmen an, dass α nicht negativ definit ist, sodass Q ‰ H. Für
v ‰ 0 bezeichnen wir mit vK die Gerade spanpvqK.

Proposition 3.45. Sei v P R2, v ‰ 0. Dann liegen die Mittelpunkte aller zum Vektor v
parallelen Sehnen von Q auf der Geraden vK.

Beweis. Sind p, p` λv P Q, so gilt

αpp, pq “ 1 “ αpp` λv, p` λvq ñ 2λαpp, vq ` λ2αpv, vq “ 0

und folglich
λ “ ´2αpp, vq

αpv, vq

Der Mittelpunkt der Sehne rp, p` λvs ist p` λ
2v und wir haben

αpv, p`
λ

2 vq “ α

ˆ

v, p´
αpp, vq

αpv, vq
v

˙

“ αpv, pq ´ αpv, pq “ 0

Folglich p` λ
2v P v

K.
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Das liefert uns auch einen neuen Beweis des Satzes 3.32. Und zwar, es gilt ` “ spanpvq
und `˚ “ spanpwq genau dann wenn αpv, wq “ 0. Folglich p`˚q˚ “ `.

Konjugierte Durchmesser der Quadrik (3.21) werden von den Vektoren auf-
gespannt, die bezüglich α zueinander orthogonal sind.

Bemerkung 3.46. Eine Basis v1, . . . , vn von Rn diagonalisiert die symmetrische Bili-
nearform α, wenn

αpvi, vjq “

#

0, für i ‰ j

λi, für i “ j

Die Matrix von α bezüglich dieser Basis ist diagpλ1, . . . , λnq. Jede symmetrische Bili-
nearform kann diagonalisiert werden. (Für nicht positiv definite Formen ist es nicht so
leicht, Vorsicht vor isotropen Vektoren!)

Der Spektralsatz 3.18 ist deswegen zur gleichzeitigen Diagonalisierbarkeit des Ska-
larproduktes und einer Form α äquivalent.

4.3 Polarität

Sei α eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf Rn. Sie definiert eine Quadrik

Q :“ tp P Rn | αpp, pq “ 1u “ tp P Rn | pJAp “ 1u, rankA “ n (3.22)

Beachte, dass jede Quadrik (3.7) mit

rankA “ n, rank
ˆ

c bJ

b A

˙

“ n` 1

durch eine Translation auf die Form (3.22) gebracht werden kann.

Definition 3.47. Sei L Ă Rn ein affiner Unterraum mit 0 R L. Der zu L bezüglich der
Quadrik (3.22) polar duale Unterraum ist definiert als

L˝ :“ tq P Rn | αpp, qq “ 1 @p P Lu

Für einen nulldimensionalen Unterraum L “ tpu schreiben wir auch p˝ :“ tpu˝.

Beispiel 3.48. Sei n “ 2 und αpp, pq “ xp, py (das heißt A ist die Einheitsmatrix und
Q ist der Einheitskreis). Dann ist

p˝ “ tq | xp, qy “ 1u

die zu 0p orthogonale Gerade durch den Punkt p
}p}2 , siehe Abb. 3.13.

Proposition 3.49. Das polar duale L˝ zu einem affinen Unterraum L S 0 ist selbst ein
affiner Unterraum S 0. Es gilt außerdem Folgendes:
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p

p˝

Abbildung 3.13: Polarität bezüglich des Einheitskreises.

1. dimL˝ “ n´ dimL´ 1

2. pL˝q˝ “ L

3. L1 Ă L2 ñ L˝1 Ą L˝2

Beweis. Sei dimL “ k und pp0, . . . , pkq eine affine Basis von L. Dann gilt

q P L˝ ô αppi, qq “ 1 @i P t0, . . . , ku

Das ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem vom Rank k ` 1, deswegen ist seine
Lösungsmenge ein affiner Unterraum der Dimension n´ k ´ 1, der 0 nicht enthält.

Punkt 2. Es gilt L Ă pL˝q˝, denn

p P Lñ αpp, qq “ 1 @q P L˝ ñ p P pL˝q˝

Andererseits dimpL˝q˝ “ n´ pn´ k ´ 1q ´ 1 “ k “ dimL. Deswegen L “ pL˝q˝.
Punkt 3:

q P L˝2 ñ αpp, qq “ 1 @p P L2 ñ αpp, qq “ 1 @p P L1 ñ q P L˝1

4.4 Geometrische Eigenschaften der Polarität

Die Hyperebene L “ p˝ nennt man die Polare von p, beziehungsweise p “ L˝ der Pol
von L.

Proposition 3.50. Ein Punkt liegt auf seiner Polare genau dann, wenn er auf der
Quadrik liegt:

p P p˝ ô p P Q

Beweis. Per Definition gilt

p P p˝ ô αpp, pq “ 1 ô p P Q
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Proposition 3.51. Liegt p auf Q, so ist die Polare von p die Tangentialhyperebene zu
Q an p:

TpQ “ p˝

Beweis. Aus Analysis ist uns bekannt, dass gradp F ein Normalenvektor zur Hyperfläche
F pxq “ 0 am Punkt p ist (falls gradp F ‰ 0). In unserem Fall

F pxq “ αpx, xq ´ 1 “ xJAx´ 1

und die Differentiation ergibt
gradF “ 2Ax

also gradp F “ 2Ap. Die Tangentialhyperebene TpQ besteht aus den Punkten q mit

xgradp F, qy “ xgradp F, py

Wegen xAp, qy “ pJAq ist das äquivalent zu αpp, qq “ 1.

Proposition 3.52. Schneidet eine Gerade ` Ă R2 die ebene Quadrik Q in zwei Punkten,
so ist der Pol von ` der Schnittpunkt der Tangenten an Q durch diese Punkte.

`

q1

q2

p “ `˝

Abbildung 3.14: Pol und Polare.

Beweis. Sei `XQ “ tq1, q2u. Nach Punkt 3. der Proposition 3.49 gilt

q1, q2 P `ñ `˝ P q˝1, `
˝ P q˝2 ñ `˝ “ q˝1 X q

˝
2

Nach Proposition 3.51 ist q˝i die Tangente zu Q an qi. Also ist der Pol von ` der Schnitt-
punkt dieser zwei Tangenten.

Für eine Quadrik in Rn, n ą 2, gilt: alle Tangentialhyperebenen an Q durch ein
Punkt in LXQ enthalten den Unterraum L˝.

Schneidet eine Gerade ` die Quadrik nicht, so kann man den Pol mit der folgenden
geometrischen Konstruktion finden. Wählen wir zwei Punkte q1, q2 P `. Die Polare von
qi können wir wie in der Proposition 3.52, als die Gerade durch die Tangentialpunkte
von Tangenten durch qi konstruieren. Dann ist der Schnittpunkt q˝1 X q˝2 der Pol von `,
siehe Abb. 3.15.

Bewegt sich der Punkt q entlang der Geraden `, so geht die Verbindungsstrecke der
Tangentialpunkte von Tangenten durch q stets durch denselben Punkt, den Pol von `.
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q1

q2

p “ `˝

`

Abbildung 3.15: Konstruktion des Pols von ` im Fall `XQ “ H.

Bemerkung 3.53. Polarität bezüglich einer Parabel und bezüglich nicht-zentrierter
Quadriken.

4.5 Duale Sätze

In Dimension 2 besagt Punkt 3. der Proposition 3.49:

p P lô l˝ P p˝ (3.23)

Proposition 3.54. Aus dem Satz von Brianchon folgt der Satz von Pascal und umge-
kehrt.

Beweis. Seien p1, p2, p3, p4, p5, p6 Punkte auf einer ebenen Quadrik Q. Der Satz von
Pascal besagt, dass die Schnittpunkte

p1p2 X p4p5, p2p3 X p5p6, p3p4 X p6p1 (3.24)

auf einer Geraden liegen. Um das aus dem Satz von Brianchon herzuleiten, betrachten wir
die Polaren der Punkte pi, i “ 1, . . . , 6. Nach Proposition 3.51 sind sie zu Q tangential.
Das gibt uns ein umgeschriebenes Sechseck mit den Ecken p˝i X p˝i`1 “ ppipi`1q

˝, siehe
Abb. 3.16.

Nach Brianchon schneiden sich die großen Diagonalen dieses Sechsecks in einem
Punkt q. Andererseits ist der Pol der Diagonale durch pp1p2q

˝ und pp4p5q
˝ der Schnitt-

punkt der Geraden p1p2 und p4p5:

pp1p2q
˝ P `, pp4p5q

˝ P `ñ `˝ P p1p2, `
˝ P p4p5

Deswegen liegen alle drei Punkte (3.24) auf der Geraden q˝.
Die Implikation Pascal ñ Brianchon wird analog bewiesen.

Dieser Beweis illustriert einen allgemeinen Prinzip, der zu einem Satz den dualen
Satz formulieren lässt.

Folgt aus einer Voraussetzung eine Aussage, so folgt aus der dualen Voraus-
setzung die duale Aussage.
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p1

p4

p5

p6

p3

p2

q˝

pp5p6q˝

pp6p1q˝

q

pp1p2q˝

pp2p3q˝

pp3p4q˝ pp4p5q˝

Abbildung 3.16: Äquivalenz zwischen den Sätzen von Pascal und Brianchon.

Zwei Aussagen heißen hier dual, wenn sie bei der Polarität bezüglich einer Quadrik
ineinander übergehen. Die Aussagen über Punkte werden zu Aussagen über Hyperebenen
(Geraden in R2) und umgekehrt.

Wir kennen die folgenden Paaren von dualen Voraussetzungen/Aussagen:

• Geraden schneiden sich in einem Punkt Ø Punkte liegen auf einer Geraden.

• Punkt liegt auf der Quadrik Ø Gerade ist tangential zur Quadrik.

4.6 Geraden auf dem hyperbolischen Paraboloid und auf dem einscha-
ligen Hyperboloid

Das Einsetzen von y “ x´ c oder y “ ´x` c in die Gleichung

x2 ´ y2 “ 2z (3.25)

des hyperbolischen Paraboloids liefert 2cx´ c2 “ 2z. Das beweist

Proposition 3.55. Für jedes c P R liegen die Geraden

y “ x´ c, z “ cx´
c2

2 und y “ ´x` c, z “ cx

auf der Quadrik (3.25). Durch jeden Punkt geht eine Gerade aus der ersten und eine
Gerade aus der zweiten Familie. Jede Gerade aus der ersten Familie schneidet jede
Gerade aus der zweiten Familie.

Beweis. Sei px0, y0,
x2

0´y
2
0

2 q ein beliebiger Punkt auf (3.25). Man setze c1 “ x0 ´ y0 und
c2 “ x0 ` y0 und erhalte zwei Geraden durch diesen Punkt.

Das Einsetzen x “ 1 in die Gleichung

x2 ` y2 ´ z2 “ 1 (3.26)
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liefert y2 ´ z2 “ 0, d. h. z “ ˘z. Wir haben also zwei Geraden

x “ 1, y “ z und x “ 1, y “ ´z

die vollständig auf der Quadrik (3.26) liegen und durch den Punkt p1, 0, 0q gehen. Durch
Drehung um die z-Achse finden wir ein Geradenpaar durch jeden Punkt pcos t, sin t, 0q.
Wird auch eine hyperbolische Drehung um die y-Achse ausgenutzt, so erhalten wir zwei
Geraden durch jeden Punkt auf (3.26).

Proposition 3.56. Auf dem Hyperboloid (3.26) gibt es zwei Familien von Geraden.
Durch jeden Punkt geht eine Gerade aus der ersten und eine Gerade aus der zweiten
Familie. Jede Gerade der ersten Familie schneidet jede Gerade der zweiten Familie oder
ist ihr parallel.

4.7 Beweis der Sätze von Brianchon und Pascal

Beweis des Satzes 3.37. Da die Voraussetzung und die Aussage affin invariant sind, neh-
men wir an, dass die Ellipse der Einheitskreis mit Zentrum im Koordinatenursprung ist.
Dieser Kreis ist der Schnitt des Hyperboloids (3.26) mit der Ebene z “ 0. Liften wir die
Geraden durch die Seiten des Sechsecks zu Geraden auf dem Hyperboloid, und zwar so,
dass die aufeinander folgenden Seiten zu Geraden aus unterschiedlichen Familien geliftet
werden. Siehe Abb. 3.17, wo ``i zu einer Familie, `´i zu der anderen Familie gehören. Die
Punkte Ã, . . . , F̃ sind die Schnittpunkte der aufeinander folgenden Geraden.

C̃

B̃

D̃

Ẽ

`´2

``2

``3

`´3

``1

`´1

F̃

Ã

Abbildung 3.17: Beweis des Satzes von Brianchon.

Nach Proposition 3.56 liegt für jedes i das Geradenpaar ``i , `
´
i in einer Ebene Hi.

Dabei sind diese Ebenen unterschiedlich. Wegen Ã P ``1 , D̃ P `
´
1 liegt die Gerade AD auf

H1. Andererseits Ã P ``2 , D̃ P `
´
2 , also liegt AD auch auf H2. Foglich

ÃD̃ “ H1 XH2, B̃Ẽ “ H2 XH3, C̃F̃ “ H3 XH1

Wenn die Ebenen H1, H2, H3 sich in einem Punkt schneiden, dann gehen die Geraden
ÃD̃, B̃Ẽ und C̃F̃ alle durch diesen Punkt, und folglich schneiden sich die Projektionen
AD, BE, CF dieser Geraden in der Projektion dieses Punktes. Wenn die Ebenen sich
nicht in einem Punkt schneiden, dann sind ihre drei Schnittgeraden zueinander parallel.
Dann wären ihre Projektionen auch zueinander parallel oder fielen zusammen. Allerdings
schneiden sich die Geraden AD und BE.
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Bemerkung 3.57. 5 Punkte definieren eine Quadrik in der Ebene
Konfokale Flächen zweiter Ordnung (was bedeutet hier konfokal?). Orthogonales

Netz aus Ellipsoiden, ein- und zweischaligen Hyperboloiden.
Fadenkonstruktion der Flächen zweiter Ordnung in [HCV73].
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Kapitel 4

Projektive Geometrie

1 Projektive Räume und projektive Abbildungen

1.1 Zentralprojektion zwischen affinen Unterräumen

Sei A ein 3-dimensionaler affiner Raum, und L1, L2 Ă A zwei nichtparallele Ebenen. Die
Zentralprojektion πa von L1 auf L2 mit Zentrum a P AzpL1YL2q soll jeden Punkt p P L1
auf den Schnittpunkt der Geraden ap mit der Geraden L2 abbilden, siehe Abb. 4.1.

p
L1

`1

L2

a

πappq

`2

Abbildung 4.1: Zentralprojektion zwischen affinen Unterräumen.

Aber das Bild πappq ist nicht definiert, wenn die Gerade ap zu L2 parallel ist, d. h.
wenn p auf der Schnittgeraden `1 von L1 mit der zu L2 parallelen Ebene durch a liegt.
Analog haben die Punkte auf `2 Ă L2 keine Urbilder, wobei `2 in der zu L1 parallelen
Ebene durch a liegt. Wir erhalten also eine Abbildung

πa : L1z`1 Ñ L2, Bildπa “ L2z`2 (4.1)

Die Idee der projektiven Geometrie besteht darin, jede der Ebenen L1 und L2 durch
eine “Gerade im Unendlichen” 81, bzw. 82 zu ergänzen. Die Punkte von `1 sollen dann
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auf die Punkte von 82, die Punkte von 81 auf die Punkte von `2 abgebildet werden.
Jeder Punkt von 81 entspricht einer zu L1 parallelen Geraden durch a.

Es folgt, dass jede Gerade in L1 genau einen Punkt im Unendlichen hat. Dabei gehen
parallele Geraden durch denselben Punkt im Unendlichen.

Eine projektive Ebene ist eine mit der “Geraden im Unendlichen” ergänzte
affine Ebene. Jeder Punkt im Unendlichen ist der Schnittpunkt eines Bündels
von parallelen Geraden.

Analog, ein 3-dimensionaler projektive Raum ist ein affiner Raum zusammen mit
einer Ebene im Unendlichen. Parallele Geraden schneiden sich in einem unendlich ent-
fernten Punkt, parallele Ebenen entlang einer unendlich entfernter Geraden.

Ein Nachteil dieser Beschreibung ist, dass sie die unendlich entfernten Elemente
auszeichnet. Sie sollen aber mit den endlichen Elementen gleichberechtigt sein, denn
sie können durch eine Zentralprojektion aufeinander abgebildet werden.

1.2 Projektivierung eines Vektorraums und projektiver Abschluss ei-
nes affinen Raums

Definition 4.1. Sei V ein Vektorraum. Der zugehörige projektive Raum P pV q (die
Projektivierung von V ) ist der Quotientenraum

P pV q :“ V zt0u{ „, v „ λv für λ ‰ 0

Äquivalent, P pV q ist die Menge aller Geraden in V durch 0.
Wir bezeichnen dimP pV q :“ dimV ´ 1.
Die Projektivierung von Rn`1 wird mit RPn bezeichnet: RP 2 ist die projektive Ebe-

ne, RP 1 ist die projektive Gerade.
Ist U Ă V ein Untervektorraum, so heißt P pUq Ă P pV q ein projektiver Unterraum

von P pV q.

Proposition 4.2. Der Schnitt zweier projektiven Unterräume von P pV q ist wieder ein
projektiver Unterraum.

Ist V “ U1 ` U2, so gilt

dimpP pU1q X P pU2qq “ dimP pU1q ` dimP pU2q ´ dimP pV q

Beweis. Es gilt P pU1q X P pU2q “ P pU1 X U2q. Der Rest folgt aus dimpU1 X U2q “
dimU1 ` dimU2 ´ dimV .

Insbesondere schneiden sich zwei Geraden in RP 2 immer in einem Punkt. In RP 3

schneiden sich jede Gerade und Ebene in einem Punkt, und zwei Ebenen entlang einer
Geraden.

Definition 4.3. Ist A Ă V eine affine Hyperebene mit 0 R A, so heißt P pV q ein pro-
jektiver Abschluss von A.
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Da jede Gerade durch 0 P V die affine Hyperebene A in höchstens einem Punkt
schneidet, erzeugt die Inklusion A Ă V eine injektive Abbildung A Ñ P pV q. Das Bild
dieser Abbildung ist P pV qzP pUq, wobei U Ă V der zu A parallele Untervektorraum ist.

Die inverse Abbildung
P pV qzP pUq Ñ A

heißt eine affine Karte von P pV q.
Der projektive Raum P pUq ist die “unendlich entfernte Hyperebene” von A. Identi-

fiziert man A mit einer Teilmenge von P pV q, so gilt P pV q “ A Y P pUq, insbesondere
RPn “ Rn Y RPn´1.

1.3 Projektive Abbildungen und Zentralprojektionen

Eine mögliche Sichtweise auf die Zentralprojektion ist, sie als Abbildung zwischen zwei
affinen Karten eines projektiven Raums zu sehen. Ist in der Situation des Abschnitts
1.1 A “ V ein Vektorraum und a der Nullpunkt, so gilt πappq “ λp. Das heißt, die
Abbildung πa entspricht der Identitätsabbildung

L1 Y P pU1q “ P pV q Ñ P pV q “ L2 Y P pU2q

Eine andere Sichtweise ist, den projektiven Abschluss Ā von A (und damit auch von
seinen Unterräumen L1 und L2) zu bilden und die Zentralprojektion πa als Abbildung
zwischen zwei projektiven Unterräumen von Ā zu betrachten.

Sei V Ą A ein Vektorraum, in welchem A eine affine Hyperebene (nicht durch 0) ist.
Bezeichnen wir

ĂL1 :“ spanL1, ĂL2 :“ spanL2, ra :“ spana

Da a R Li, sind die Untervektorräume ĂL1 und ra, bzw. ĂL2 und ra komplementär. Deswegen
ist die Parallelprojektion

π
ra : ĂL1 Ñ ĂL2

definiert (siehe Abschnitt 4.6). Wegen

π
rapλvq “ λπ

rapvq

bildet π
ra eine Äquivalenzklasse bezüglich v „ λv in eine Äquivalenzklasse. Das definiert

eine Abbildung
P pπ

raq : P pĂL1q Ñ P pĂL2q

Proposition 4.4. Wird Li, i “ 1, 2 mit einer Teilmenge von P p rLiq identifiziert, so ist
die Zentralprojektion (4.1) eine Einschränkung der oben definierten Abbildung P pπ

raq:

πa “ P pπ
raq|L1z`1
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0

ĂL2

ĂL1

A
p

πppq
L2

L1

a

ra

π
rappq

Abbildung 4.2: Zentralprojektion und Parallelprojektion.

Beweis. Da die Punkte a, p und πappq auf einer Geraden liegen, gilt

πappq “ λa` p1´ λqp

mit λ ‰ 1, weil a R L2. Folglich gilt

p`
λ

1´ λa “
πappq

1´ λ P L2

Da π
rappq der einzige Schnittpunkt von p` ra mit L2 ist, folgt daraus

π
rappq “ p`

λ

1´ λa „ πappq

und die Proposition ist bewiesen.

Definition 4.5. Seien V und W zwei Vektorräume und P pV q, P pW q die zugehörigen
projektiven Räume. Eine projektive Abbildung P pV q Ñ P pW q ist die Faktorisierung
einer injektiven linearen Abbildung f : V Ñ W durch die Äquivalenzrelationen v „ λv,
w „ µw:

V zt0u f
ÝÝÝÝÑ W zt0u

§

§

đ

§

§

đ

P pV q ÝÝÝÝÑ P pW q

Wegen fpvq ‰ 0 für v ‰ 0 und fpλvq “ λfpvq „ fpvq ist die Abbildung P pV q Ñ
P pW q wohldefiniert.

Projektive Abbildungen P pV q Ñ P pV q nennen wir projektive Transformationen. Sie
entstehen aus linearen Automorphismen f P GLpV q.
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Proposition 4.6. Zwei Abbildungen f, g P GLpV q definieren dieselbe projektive Trans-
formation genau dann, wenn f “ λg für ein λ ‰ 0.
Beweis. Ist f “ λg, so definieren f und g offensichtlich diegleiche projektive Transfor-
mation.

Ist fpvq „ gpvq für alle v P V , so gibt es eine Funktion λ : V Ñ R, sodass

fpvq “ λpvqgpvq für alle v P V

Wir müssen zeigen λpvq “ const. Es ist leicht zu sehen, dass λpµvq “ λpvq gilt. Seien
v, w P V linear unabhängig. Dann

fpv ` wq “ λpv ` wqgpv ` wq “ λpv ` wqpgpvq ` gpwqq

und andererseits

fpv ` wq “ fpvq ` fpwq “ λpvqgpvq ` λpwqgpwq

Da f P GLpV q, sind gpvq und gpwq linear unabhängig, und es folgt

λpvq “ λpv ` wq “ λpwq

Korollar 4.7. Die Gruppe der projektiven Transformationen eines projektiven Raums
P pV q ist

PGLpV q :“ GLpV q{ „
wobei f „ g ô Dλ ‰ 0 mit f “ λg.
Satz 4.8. Sei A Ă V eine affine Hyperebene in einem Vektorraum, 0 R A. Die natürliche
Inklusion A Ă P pV q macht die Gruppe der Affinitäten von A zu einer Untergruppe von
Projektivitäten von P pV q:

AffinpAq Ă PGLpV q
Dabei werden die Affinitäten von A mit den Projektivitäten identifiziert, die die Hyper-
ebene im Unendlichen von A auf sich selbst abbilden:

AffinpAq “ tf P PGLpV q | fpP pUqq “ P pUqu (4.2)

wobei U Ă V der zu A parallele Untervektorraum ist.
Beweis. Es gilt

AffinpAq “ tf P GLpV q | fpAq “ Au

(siehe Proposition 2.58 sowie das letzte Drittel des Abschnitts 4.5). Das bildet AffinpAq
in GLpV q ab, wobei die Komposition

AffinpAq Ñ GLpV q Ñ PGLpV q

ein Monomorphismus ist.
Aus fpAq “ A folgt fpUq “ U , deswegen ist die linke Seite von (4.2) eine Teilmenge

der rechten Seite. Umgekehrt, besitzt f P GLpV q die Eigenschaft fpUq “ U , so folgt
daraus fpAq “ λA für ein λ ‰ 0. Das heißt, die rechte Seite von (4.2) ist Teilmenge der
linken Seite.
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1.4 Der Hauptsatz der projektiven Geometrie

Der Hauptsatz der affinen Geometrie 2.52 besagt, dass eine affine Abbildung durch
die Bilder der Punkten einer affinen Basis eindeutig bestimmt ist. In der projektiven
Geometrie gibt es einen ähnlichen Satz, nur hat man mehr Freiheit: statt n`1 Punkt in
einem n-dimensionalen affinen Raum, können wir die Bilder von n` 2 Punkte in einem
n-dimensionalen projektiven Raum festlegen. Diese n`2 Punkte sollen auch im gewissen
Sinne unabhängig sein.

Definition 4.9. Sei V ein pn ` 1q-dimensionaler Vektorraum und P pV q der entspre-
chende n-dimensionale projektive Raum. Eine projektive Basis von P pV q ist eine Folge
aus n` 2 verschiedenen Punkten

rv0s, . . . , rvn`1s P P pV q

mit der Eigenschaft, dass jede pn ` 1q-elementige Teilmenge von tv0, . . . , vn`1u Ă V
linear unabhängig ist.

Eine projektive Basis ist wohldefiniert: werden andere Vertreter

λivi, λi ‰ 0, i “ 0, . . . , n` 1

für die Punkte rvis P P pV q gewählt, so sind die Vektoren λi1vi1 , . . . , λin`1vin`1 genau
dann linear unabhängig, wenn vi1 , . . . , vin`1 es sind.

Satz 4.10 (Der Hauptsatz der projektiven Geometrie). Projektive Transformationen
bilden projektive Basen auf projektive Basen ab. Die Gruppenwirkung von PGLpV q auf
der Menge aller projektiven Basen von P pV q ist frei und transitiv.

Mit anderen Worten, für je zwei projektive Basen gibt es genau eine Projektivität,
die das i-te Element der ersten Basis auf das i-te Element der zweiten Basis abbildet.

Ein Vektor λ “ pλ0, . . . , λn`1q P Rn`2 wird eine lineare Abhängigkeit von v0, . . . , vn`1 P
V genannt, wenn

λ0v0 ` ¨ ¨ ¨ ` λn`1vn`1 “ 0

Die Menge der linearen Abhängigkeiten ist die Lösungsmenge dieses linearen Gleichungs-
systems, und damit ein Untervektorraum von Rn`1. Spannen die Vektoren vi den Raum
V auf, so ist die Dimension der Lösungsmenge gleich 1.

Lemma 4.11. Für jede projektive Basis p0, . . . , pn`1 von P pV q können die Vertreter
v0, . . . , vn`1 P V so gewählt werden, dass

v0 ` ¨ ¨ ¨ ` vn`1 “ 0 (4.3)

Beweis. Seien u0, . . . , un`1 beliebige Vertreter von p0, . . . , pn`1. Dann sind sie linear
abhängig: λ0u0 ` ¨ ¨ ¨ ` λn`1vn`1 “ 0. Wäre ein λi “ 0, so hätten wir eine lineare
Abhängigkeit zwischen den restlichen n ` 1 Vektoren ui. Also λi ‰ 0 und wir können
vi :“ λiui setzen.
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Korollar 4.12. Jede projektive Basis kann durch Vektoren v0, . . . , vn`1 repräsentiert
werden, für die (4.3) die einzige bis auf Skalierung lineare Abhängigkeit ist.

Beweis des Satzes 4.10. Das Bild einer projektiven Basis ist wieder eine projektive Basis,
weil lineare Automorphismen lineare Unabhängigkeit erhalten.

Seien nun rv0s, . . . , rvn`1s und rw0s, . . . , rwn`1s zwei projektive Basen. OBdA gilt

v0 ` . . .` vn`1 “ 0, w0 ` . . .` wn`1 “ 0 (4.4)

Gesucht wird eine lineare Abbildung f P GLpV q mit der Eigenschaft fpviq “ λiwi. Dann
hätten wir

0 “ fpv0 ` . . .` vn`1q “ λ0w0 ` . . .` λn`1wn`1

Da aber
ř

wi “ 0 die einzige bis auf Skalierung lineare Abhängigkeit von wi ist, folgt
daraus λi “ λ für alle i.

Andererseits definiert fpviq :“ λwi, i “ 0, . . . , n eine lineare Abbildung, und diese
Abbildung hat wegen (4.4) die Eigenschaft fpvn`1q “ λwn`1. Dabei ist die Klasse rf s P
PGLpV q von der Wahl von λ unabhängig.

Korollar 4.13. Ein beliebiges Viereck in der Ebene (keine drei Ecken liegen auf einer
Geraden) kann auf jedes andere Viereck (z.B. auf ein Quadrat) abgebildet werden.

Korollar 4.14. Seien A,B,C drei nichtkollineare Punkte in der Ebene, und sei M ein
Punkt, der nicht auf den Geraden AB, BC, CD liegt. Dann gibt es genau eine projektive
Transformation, die die Punkte A, B, C festhält und M auf das Baryzenter von A, B
und C abbildet.

Nicht alle Fünfecke sind projektiv äquivalent. Das folgt ebenfalls aus dem Hauptsatz:
wenn wir die Bilder von 4 Ecken festlegen, dann haben wir keine Wahl mehr für das Bild
der fünften Ecke.

1.5 Topologie der projektiven Räume

Unser Ziel hier ist, eine mehr oder weniger intuitive Vorstellung über Topologie der
projektiven Räume zu gewinnen.

Erinnerung:
RPn “ Rn`1zt0u{x „ λx (4.5)

Die Quotiententopologie: eine Teilmenge U Ă RPn heißt offen genau dann, wenn das
Urbild π´1pUq (mit π : Rn`1zt0u Ñ RPn der natürlichen Projektion) offen ist.

Anschaulich: RPn ist die Menge aller Geraden in Rn`1 durch 0, und wir können uns
gut vorstellen, was es heißt, dass eine Folge von Geraden gegen eine gegebene Gerade
konvergiert. Mehr noch, es ist möglich, den Abstand zwischen zwei Geraden (den Winkel)
zu definieren. Und jede Metrik definiert eine Topologie.

Am Besten wäre es, wenn wir aus jeder Äquivalenzklasse von (4.5) einen Vertreter auf
einer stetigen Weise wählen könnten. Das würde RPn als Teilmenge von Rn`1 realisieren.
Leider (oder glücklicherweise?) ist es nicht möglich.
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Wir können allerdings die Äquivalenzklassen von (4.5) verkleinern: auf jeder Geraden
tλv | λ P Rzt0uu gibt es zwei Punkte im Abstand 1 vom Nullpunkt. Alle Punkte im
Abstand 1 vom 0 bilden die Einheitssphäre

Sn : tx P Rn`1 | }x} “ 1u

und der projektive Raum ist das Quotient der Sphäre

RPn “ Sn{x „ ´x (4.6)

Der projektive n-Raum ist die n-Sphäre mit identifizierten Antipodalpunk-
ten.

Schneiden wir die Sphäre Sn entlang des Äquators x0 “ 0 in zwei Hemisphären. Die
obere Hemisphäre bezeichnen wir

Sn` :“ tx P Sn | x0 ě 0u

In jedem Paar von Antipoden tx,´xu liegt mindestens ein Mitglied in der oberen He-
misphäre. Folglich kann Sn in (4.6) durch Sn` ersetzt werden.

Topologisch gesehen ist Sn` eine n-Kugel (projiziere sie auf die Hyperebene x0 “ 0).
Das gibt uns die folgende Darstellung des projektiven Raums.

RPn “ Bn{x „ ´x für x P BBn (4.7)

wobei Bn “ tx P Rn | }x} ď 1u und BBn “ tx P Bn | }x} “ 1u “ Sn´1.

Der projektive n-Raum ist die n-Kugel mit identifizierten Antipodalpunkten
des Randes.

Der Fall n “ 1 ist einfach: die obere Hemisphäre kann als Intervall r0, πs darge-
stellt werden (die Winkelparametrisierung), und die einzige Identifikation ist 0 „ π. Die
projektive Gerade ist also zur Kreislinie homöomorph.

Der Fall n “ 2. Die Verklebung B2{ „ ist im dreidimensionalen Raum nicht möglich.
Wir beschreiben mehrere Möglichkeiten, sich einer Visualisierung der projektiven Ebene
anzunähern...

Die Kreuzhaube, die “römische Fläche” von Steiner, die Boysche Fläche. Siehe [HCV73].
RP 3 « SOp3q Aus der Matrixdarstellung von SOp3q folgt eine Einbettung RP 3 Ñ R5.
Die Frage nach dem kleinstdimensionalen Euklidischen Raum Rm, wo der projektive

Raum RPn eingebettet werden kann, ist ungelöst. Zum Beispiel, für n “ 6 ist nur
9 ď m ď 11 bekannt.

Die Veronese-Einbettung, Einbettungssatz von Whitney.
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2 Inzidenzsätze und projektive Dualität

2.1 Sätze von Pascal und Brianchon für Kegelschnitte

Projektive Transformationen vereinfachen die Klassifikation der Quadriken. (Mehr dazu
im Abschnitt 3.4). Zum Beispiel sind alle eigentlichen Kegelschnitte zueinander projek-
tiv äquivalent. In der Tat, die Zentralprojektion von der Kegelspitze aus bildet einen
Kegelschnitt auf den anderen.

Sei f eine projektive Abbildung, sodass fp`q “ 8. Dann bildet f eine Ellipse E auf

• eine Ellipse, falls E X ` “ H;

• eine Parabel, falls ` tangential zu E ist;

• eine Hyperbel, falls ` die Ellipse in zwei Punkten schneidet.

Ellipse Parabel Hyperbel

888

Abbildung 4.3: Ellipse, Parabel und Hyperbel in der projektiven Ebene.

Aus der projektiven Äquivalenz der eigentlichen Kegelschnitten folgt es, dass die
Sätze von Pascal und Brianchon nicht nur für Ellipsen, sondern für alle eigentlichen
Kegelschnitte gelten.

Satz 4.15 (Satz von Pascal). Sei Q Ă R2 ein eigentlicher Kegelschnitt, und seien pi P Q,
i “ 1, . . . , 6 sechs unterschiedliche Punkte auf Q. Dann liegen die Schnittpunkte

q1 :“ p1p2 X p4p5, q2 :“ p2p3 X p5p6, q3 :“ p3p4 X p6p1

auf einer Geraden.
Dasselbe gilt, wenn ein oder mehrere Paare von aufeinander folgenden Punkten zu-

sammenfallen. Die Gerade pipi`1 wird dann zu Tangente.

Dabei darf ein oder mehrere qi unendlich fern sein. Zum Beispiel, ist p1p2 ‖ p4p5, so
ist q1 ein unendlich ferner Punkt, und der Satz besagt, dass q2q3 zu den beiden Geraden
p1p2 und p4p5 parallel ist. Außerdem, dürfen ein oder mehrere pi unendlich fern liegen
(dafür soll Q eine Parabel oder Hyperbel sein).

Satz 4.16 (Satz von Brianchon). Sei Q Ă R2 ein eigentlicher Kegelschnitt, und seien
`i, i “ 1, . . . , 6 sechs unterschiedliche Tangenten zu Q. Dann gehen die Geraden

p`1 X `2qp`4 X `5q, p`2 X `3qp`5 X `6q, p`3 X `4qp`6 X `1q
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Abbildung 4.4: Der Satz von Pascal auf einer Hyperbel.

durch einen Punkt.
Dasselbe gilt, wenn ein oder mehrere Paare von aufeinander folgenden Tangenten zu-

sammenfallen. Ihr gemeinsamer Tangentialpunkt wird dann anstelle ihres Schnittpunktes
betrachtet.

Auch hier dürfen einige der Punkten oder Geraden unendlich fern sein.
In beiden Sätzen ist die Reihenfolge der Ecken (bzw. der Tangentialpunkte) auf

dem Kegelschnitt unwesentlich: das war sie bereits in unserem Beweis des Satzes von
Brianchon. Siehe Abb. 4.4 für eine Variante des Satzes von Pascal auf der Hyperbel.

Aufgabe 4.17. Was wird aus dem Satz von Brianchon, wenn zwei gegenüberliegende
Seiten zu Asymptoten einer Hyperbel werden? Benutze das, um einen neuen Beweis des
Satzes von Brianchon zu geben.

2.2 Sätze von Pappos und Desargues

Satz 4.18 (Satz von Pappos). Seien `1 und `2 Geraden in der Ebene, und seien A,C,E P
`1 und B,D,F P `2 sechs Punkte. Dann liegen die drei Schnittpunkte ABXDE, BCXEF
und CD XAF auf einer Geraden.

Erster Beweis. Die Segmente der Geraden `1 und `2, auf welchen alle sechs Punkte
liegen, können durch einen eigentlichen Kegelschnitt approximiert werden. Zum Beispiel,
wenn die Geraden `1 und `2 sich schneiden, dann können sie durch eine Hyperbel mit
Asymptoten `1 und `2 approximiert werden; wenn sie zueinander parallel sind, dann
durch eine Ellipse oder Parabel.

Sind An, Bn, Cn, Dn, En, Fn für alle n P N Punkte auf einem eigentlichen Kegel-
schnitt, so liegen die drei Schnittpunkte AnBnXDnEn, BnCnXEnFn und CnDnXAnFn
stets auf einer Geraden. Konvergieren die Folgen An Ñ A usw., so konvergieren die ent-
sprechenden Schnittpunkte. Und der Grenzwert einer Folge von kollinearen Punktetri-
peln ist auch ein kollineares Tripel.
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A

E
C

D B F

Abbildung 4.5: Der Satz von Pappos.

Zweiter Beweis. Wenden wir eine projektive Transformation an, die die Schnittpunkte
AB XDE und BC XEF auf die unendlich ferne Gerade abbildet. Das heißt, die Bilder
haben die Eigenschaft

A1B1 ‖ D1E1, B1C 1 ‖ E1F 1 (4.8)

und wir müssen zeigen, dass auch A1F 1 ‖ C 1D1 gilt.
Sind die Bildgeraden `11 und `12 parallel, so entstehen zwei gleiche Dreiecke ABC und

DEF . Folglich ist ACDF ein Parallelogramm, und A1F 1, C 1D1 sind parallel als seine
gegenüberliegenden Seiten.

A

B

D

F

E
C

P

Schneiden sich `11 und `12, so sei P der Schnittpunkt. Aus (4.8) folgt, dass die Dreiecke
PAB und PED, bzw. PBC und PFE ähnlich sind. Dann

PA

PC
“
PA

PE
¨
PE

PC
“
PB

PD
¨
PF

PB
“
PF

PD

Folglich sind auch Dreiecke PAF und PCD ähnlich, und A1F 1 ‖ C 1D1.

Satz 4.19 (Satz von Desargues). Seien `1, `2, `3 drei sich in einem Punkt schneidende
Geraden, und seien A1A2A3, B1B2B3 zwei Dreiecke sodass Ai, Bi P `i für i “ 1, 2, 3.
Bezeichne

C1 “ A2B2 XA3B3, C2 “ A3B3 XA1B1, C3 “ A1B1 XA2B2
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Dann liegen die Punkte C1, C2, C3 auf einer Geraden.

Abbildung 4.6: Satz von Desargues.

Erster Beweis. Ähnlich zum Beweis des Satzes von Brianchon im Abschnitt 4.7, betrach-
ten wir die Desargues-Konfiguration als parallele Projektion eines dreidimensionales Bil-
des. Seien `11, `12, `13 nicht-komplanare Geraden, die auf `1, `2, `3 projizieren, und seien
A1i, B1i die entsprechenden Punkte auf `1i. Sei c1 die Schnittgerade der Ebenen A11B11C 11
und A12B12C 12. Dann liegen alle drei Schnittpunkte A1iB1i XA1jB1j auf der Geraden c1, und
folglich liegen die Punkte AiBi XAjBj auf der Projektion c von c1.

Zweiter Beweis. Wenden wir eine projektive Transformation an, die die Punkte C1 und
C2 ins Unendliche schickt. Das heißt, für die Bilder gilt

A12A
1
3 ‖ B12B13, A13A

1
1 ‖ B13B11 (4.9)

und es soll gezeigt werden, dass A11A12 ‖ B11B12. Sind die Geraden `11, `12, `13 parallel,
so folgt aus (4.9), dass Dreieck B11B12B13 das Bild von A11A

1
2A
1
3 unter einer Translation

ist. Also A11A12 ‖ B11B12. Sind die Geraden nicht parallel, so folgt es, dass die Dreiecke
homothetisch sind, und dann ebenfalls A11A12 ‖ B11B12.

2.3 Projektive Dualität

Definition 4.20. Der duale projektive Raum zu P pV q ist P pV ˚q, wobei

V ˚ “ tω : V Ñ R | ω linearu

der zu V duale Vektorraum ist.
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Erinnerung: der Annihilatorraum eines Untervektorraums U Ă V ist

U˝ :“ tω P V ˚ | ωpvq “ 0 @v P Uu

Definition 4.21. Für jeden projektiven Unterraum L “ P pV q wird der duale Unterraum
L˝ Ă P pV ˚q definiert als

L˝ :“ P pU˝q

wobei L “ P pUq ist.

Die projektive Dualität hat dieselben Eigenschaften, wie die Polarität bezüglich ei-
ner Quadrik im affinen Raum, siehe Proposition 3.49. Allerdings gibt es jetzt keine
Einschränkung auf den Unterraum (im affinen Fall durfte der affine Unterraum nicht
durch 0 gehen), und man braucht keine Quadrik, um die Dualität zu definieren.

Die projektive Dualität ermöglicht es, Inzidenzsätze zu dualisieren.

Aufgabe 4.22. Man zeige, dass der Satz von Pappus zu sich selbst, und der Satz von
Desargues zu seiner Umkehrung dual ist.

3 Koordinaten im projektiven Raum

3.1 Homogene Koordinaten

Definition 4.23. Mit px0 : x1 : . . . : xnq bezeichnen wir die Äquivalenzklasse des Punktes
0 ‰ px0, x1, . . . , xnq P Rn`1 bezüglich der Relation x „ λx. Das heißt,

px0 : x1 : . . . : xnq “ pλx0 : λx1 : . . . : λxnq

Die der affinen Hyperebene

A “ tx P Rn`1 | x0 “ 1u
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entsprechende affine Karte auf RPn hat die Form

px0 : x1 : . . . : xnq ÞÑ
ˆ

x1
x0
, . . . ,

xn
x0

˙

(4.10)

mit der inversen Abbildung

px1, . . . , xnq ÞÑ p1 : x1 : . . . : xnq (4.11)

3.2 Projektive Transformationen in Koordinaten

Sei f P GLpn` 1q ein linearer Automorphismus mit der Matrix
¨

˚

˝

a00 . . . a0n
... . . . ...
an0 . . . ann

˛

‹

‚

Die entsprechende projektive Transformation ist

rf spx0 : x1 : . . . : xnq “ pa00x0 ` a01x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0nxn :
a10x0 ` a11x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxn : . . . : an0x0 ` an1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` annxnq

Durch Komposition mit den Abbildungen (4.11) und (4.10) erhalten wir die Abbildung
des affinen Raums A:

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

ÞÑ

¨

˚

˝

a10`a11x1`¨¨¨`a1nxn
a00`a01x1`¨¨¨`a0nxn...
an0`an1x1`¨¨¨`annxn
a00`a01x1`¨¨¨`a0nxn

˛

‹

‚

(4.12)

Die Abbildung (4.12) ist nur auf AzL definiert, wobei

L “ tx P A | a00 ` a01x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0nxn “ 0u

Das ist die Hyperebene, die “ins Unendliche geschickt” wird. Sind alle a0i “ 0 für i ě 1,
so ist notwendigerweise a00 ‰ 0 (sonst ist f R GLpn ` 1q). Dann ist L “ H, und die
Abbildung rf s|A ist affin. Siehe auch den Satz 4.8.
Aufgabe 4.24. Beschreibe das Bild der unendlich fernen Hyperebene unter der Abbil-
dung (4.12).

Ist n “ 1, so wird (4.12) zu

x ÞÑ
ax` b

cx` d
, ad´ bc ‰ 0 (4.13)

Projektive Transformationen einer Geraden entsprechen also den gebrochenen linearen
Funktionen auf R. Der projektive Abschluss RP 1 “ RY8 macht die Abbildung (4.13)
zu einer Bijektion

RY8 Ñ RY8, 8 ÞÑ
a

c
,´

d

c
ÞÑ 8

Korollar 4.25. Die gebrochene lineare Funktionen bilden eine Gruppe, die isomorph
zu PGLp2q ist. Die Komposition der gebrochenen linearen Funktionen entspricht der
Matrixmultiplikation in GLp2q.
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3.3 Projektive Unterräume in Koordinaten

Erinnerung: ein projektiver Unterraum von P pV q ist die Projektivierung eines Unter-
vektorraums von V .

Da jeder Untervektorraum von Rn`1 die Lösungsmenge eines homogenen linearen
Gleichungssystems ist, wird der entsprechende projektive Unterraum von RPn mit dem-
selben Gleichungssystem beschrieben, wobei die Unbekannten nun als homogene Koor-
dinaten aufgefasst werden sollen. Insbesondere kann jede projektive Hyperebene in RPn
beschrieben werden als

H “ tpx0 : x1 : . . . : xnq P RPn | a0x0 ` a1x1 ` . . .` anxnu

Der Schnitt von H mit dem affinen Raum A “ tx P Rn`1 | x0 “ 1u ist

H XA “ tpx1, . . . , xnq P A | a0 ` a1x1 ` . . .` anxnu

Er ist leer genau dann, wenn H “ P pUq die Projektivierung des zu A parallelen Un-
tervektorraums ist. Anderenfalls ist H XA ein pn´ 1q-dimensionaler affiner Unterraum
von A.

Die Umkehrung der obigen Konstruktion ordnet jedem affinen Unterraum L von A
einen projektiven Unterraum L̄ von RPn zu. Ohne Koordinaten kann L̄ als der projek-
tive Abschluss von L mittels Vektorraums spanL Ă Rn`1 beschrieben werden. Mittels
homogener Koordinaten erhält man L̄ aus L indem man das Gleichungssystem für L

ai0 ` ai1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` ainxn “ 0, i “ 1, . . . , k

durch das Gleichungssystem

ai0x0 ` ai1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` ainxn “ 0

ersetzt. Diese Prozedur wird Homogenisierung eines linearen Gleichungssystems genannt.

3.4 Projektive Quadriken

Wir beginnen mit einer koordinatenfreien Definition der projektiven Quadriken.

Definition 4.26. Sei α eine symmetrische Bilinearform auf einem Vektorraum V . Dann
heißt die Menge

Npαq :“ trvs P P pV q | αpv, vq “ 0u
die mit α assoziierte Quadrik im projektiven Raum P pV q.

Wegen αpv, vq “ 0 ô αpλv, λvq “ 0 für λ ‰ 0 ist die Menge Npαq wohldefiniert.
Beachte, dass die Bilinearform α keine Funktion auf P pV q definiert!

Ist V “ Rn`1, so ist jede symmetrische Bilinearform ein homogenes Polynom vom
Grad 2 in kartesischen Koordinaten. Dementsprechend kann jede Quadrik als die Lö-
sungsmenge einer homogenen quadratischen Gleichung dargestellt werden:

Q “ tpx0 : x1 : . . . : xnq P RPn |
n
ÿ

i,j“0
aijxixj “ 0u (4.14)
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Proposition 4.27. Sei A Ă P pV q eine affine Karte in einem projektiven Raum, und
sei Q Ă P pV q eine projektive Quadrik. Dann ist der Schnitt QXA eine affine Quadrik.

Jede affine Quadrik in A ist der Schnitt von A mit einer projektiven Quadrik.

Beweis. Sei dimV “ n` 1. Durch die Wahl einer Basis von V identifizieren wir V mit
Rn`1 und schreiben die Quadrik Q als (4.14). Der Schnitt AXQ ist die Lösungsmenge
der Gleichung

a00 ` 2
n
ÿ

i“1
a0ixi `

n
ÿ

i,j“1
aijxixj “ 0 (4.15)

(Hier sind x1, . . . , xn die Koordinaten in A bezüglich des Koordinatensystems mit Ur-
sprung e0 und Basis e1, . . . , en.) Folglich ist AXQ eine affine Quadrik.

Jede affine Quadrik wird durch eine Gleichung der Form (4.15) beschrieben. Folglich
ist sie der Schnitt von A mit der projektiven Quadrik, die durch die homogenisierte
Gleichung beschrieben wird.

Beispiel 4.28. Sei A “ tpx, y, zq P R3 | z “ 1u. Die projektive Quadrik

x2 ` y2 ´ z2 “ 0 (4.16)

entsprich der affinen Quadrik in A mit der Gleichung

x2 ` y2 ´ 1 “ 0

Geometrisch entspricht das einem ebenen Schnitt des Kegels (4.16). Wird die affine
Ebene A anders gewählt, so entsteht ein anderer eigentlicher Kegelschnitt.

Satz 4.29. Für jede projektive Quadrik Q Ă RPn gibt es eine projektive Transformation
f P PGLpn` 1q, sodass das Bild fpQq eine Gleichung in der folgenden Normalform hat:

x2
0 ` x

2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
k ´ x

2
k`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ x

2
k`l “ 0 (4.17)

Hier sind k, l ě 0, k ` l ď n.

Beweis. Das folgt aus der Diagonalisierbarkeit der symmetrischen Bilinearformen, siehe
Bemerkung 3.46.

Mit einem kleinen Umweg kann das, analog zum Satz 3.19, aus dem Spektralsatz
3.18 hergeleitet werden: zuerst wird eine orthogonale Transformation angewendet, die
die Gleichung in die Form

x2
0
a2

0
`
x2

1
a2

1
` ¨ ¨ ¨ `

x2
k

a2
k

´
x2
k`1
a2
k`1

´ ¨ ¨ ¨ ´
x2
k`l

a2
k`l

“ 0

bringt, und dann die affine Transformation mit der Matrix diagp 1
a0
, . . . , 1

ak`l
, 1, . . . , 1q.
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3.5 Polarität bezüglich projektiver Quadriken

Wir haben im Abschnitt 2.3 die Dualität zwischen projektiven Unterräumen von P pV q
und projektiven Unterräumen von P pV ˚q definiert. Ähnlich wie eine nicht-ausgeartete
quadratische Form einen Isomorphismus zwischen V und V ˚ definiert, erlaubt sie uns,
eine Dualität (Polarität) zwischen den projektiven Unterräumen eines und desselben
projektiven Raums zu definieren.

Definition 4.30. Sei α eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf V . Für
jeden projektiven Unterraum L “ P pUq Ă P pV q definieren wir den bezüglich α polar
dualen Unterraum als

L˝ :“ P pUKq

wobei UK Ă U das Orthogonalkomplement zu U bezüglich α ist, siehe Definition 3.42.

Es gilt

dimL˝ “ n´ dimL´ 1, wobei n “ dimP pV q

pL˝q˝ “ L

L1 Ă L2 ñ L˝1 Ą L˝2

Beispiel 4.31. Sei V “ R3 und α die Form x1x2 ` y1y2 ` z1z2, d. h. das Standards-
kalarprodukt. Dann ist der Punkt pa : b : cq P RP 2 dual zur projektiven Geraden
ax` by ` cz “ 0.

Auf die affine Ebene z “ 1 eingeschränkt ordnet diese Dualität jedem Punkt pa, bq
die Gerade ax`by`1 “ 0. Jede Gerade, die nicht durch den Koordinatenursprung geht,
ist zu einem Punkt dual. Die Geraden durch den Usprung sind zu den unendlich fernen
Punkten dual.

Sei Q Ă Rn eine nicht-ausgeartete affine Quadrik mit Zentrum in 0:

Q “ tx P Rn | αpx, xq “ 1u, rankα “ n (4.18)

Die Polarität bezüglich einer affinen Quadrik wurde definiert als

L˝ “ ty P Rn | αpx, yq “ 1 @x P Lu

(wobei der affine Unterraum L nicht durch 0 geht). Wir wollen nun zeigen, dass die affine
und projektive Polaritäten miteinander verträglich sind.

Proposition 4.32. Sei α eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf Rn, und
Q Ă Rn die entsprechende Quadrik (4.18). Sei Q̄ Ă RPn der projektive Abschluss der
Quadrik Q. Dann gilt für jeden affinen Unterraum L Ă Rn mit 0 R L

L˝ “ pL̄q˝

Hier ist L̄ der projektive Abschluss eines affinen Unterraums, und die projektive Polarität
wird bezüglich der Quadrik Q̄ betrachtet.
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Beweis. Da die beiden projektiven Unterräume diegleiche Dimension haben, genügt es,
die Inklusion pL̄q˝ Ă L˝ zu beweisen.

Die Quadrik Q̄ entsteht durch Homogenisierung der Gleichung von Q:

Q̄ “ tpx0 : x1 : . . . : xnq P RPn | αpx, xq “ x2
0u

wobei x “ px1, . . . , xnq P Rn. Sei ᾱ “ α ´ x2
0 die entsprechende quadratische Form in

Rn`1. Zwei Vektoren p1, xq und p1, yq P Rn`1 sind bezüglich ᾱ genau dann orthogonal,
wenn αpx, yq “ 1 ist. Daraus folgt

p1 : yq P pL̄q˝ ñ αpx, yq “ 1 @x P Lñ y P L˝ ñ p1 : yq P L˝

Für jedes p0 : yq P pL̄q˝ gilt

0 “ ᾱpp1, xq, p0, yqq “ αpx, yq

für alle x P L. Wähle z P L˝ beliebig. Dann gilt αpx, zq “ αpx, z ´ yq “ 0, und folglich
y “ z ´ t mit z, t P L˝. Aber jedes solche p0 : z ´ tq ist ein Element von L̄.

Die projektive Polarität erlaubt es, die affine Polarität bezüglich nicht-zentrierter
Quadriken zu definieren.

Beispiel 4.33. Betrachten wir die Parabel x2 ´ 2y “ 0 in R2. Durch Homogenisie-
rung entsteht die quadratische Form x2 ´ 2yz in R3 mit der assoziierten symmetrischen
Bilinearform

x1x2 ´ y1z2 ´ y2z1

Die dem Vektor pa, b, cq bezüglich dieser Form orthogonale Ebene hat die Gleichung

ax´ bz ´ cy “ 0

Kehren wir zurück in die affine Ebene z “ 1, so wird auch c “ 1 gesetzt, und jedem
Punkt pa, bq P R2 die Gerade ax ´ b ´ y “ 0, d. h. y “ ax ´ b zugeordnet. Das ist die
Polarität bezüglich der Parabel x2 ´ 2y “ 0.

3.6 Konjugierte Durchmesser und projektive Polarität

Die Polarität bezüglich einer projektiven Quadrik gibt den konjugierten Durchmessern
(siehe Abschnitte 3.5 und 4.2) eine neue Interpretation.

Proposition 4.34. Sei α eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform auf R2 und
Q “ tx P Rn | αpx, xq “ 1u die entsprechende affine Quadrik. Die Vektoren v, w P R2

definieren konjugierte Durchmesser von Q genau dann, wenn die Gerade durch 0 mit
dem Richtungsvektor w die Polare des unendlich fernen Punktes p0 : vq bezüglich der
projektiven Quadrik Q̄ Ă R2 ist.
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`1

`2

b2
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q
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Beweis. Die Polare des Punktes p0 : vq bezüglich der projektiven Quadrik Q̄ “ tpx0 :
xq | αpx, xq “ x2

0 hat die Gleichung αpv, xq “ 0. Sie ist also durch den zu v bezüg-
lich α orthogonalen Vektor w aufgespannt, und orthogonale Vektoren entsprechen nach
Proposition 3.45 konjugierten Durchmessern.

Proposition 4.35. Sei p P R2 ein Punkt außerhalb einer Quadrik Q. Seien `1 und `2
zwei Geraden durch p, die Q in den Punkten a1, b1 bzw. a2, b2 schneiden. Dann liegt der
Schnittpunkt der Geraden a1a2 und b1b2 auf der Polare von p bezüglich Q.

Beweis. Betrachte im projektiven Abschluss eine affine Karte, die p zu einem unendlich
fernen Punkt macht. Dann sind die Geraden `1 und `2 parallel, a1a2b2b1 eine Trapez, und
ihre Diagonalen, bzw. die Verlängerungen ihrer Schenkel schneiden sich auf der Geraden
durch die Mittelpunkte der Grundseiten. Diese Gerade definiert aber genau den zu den
Richtungen von `1 und `2 konjugierten Durchmesser.

Das führt zu der folgenden Konstruktion der Polare.

Korollar 4.36. Um die Polare eines Punktes p zu konstruieren, nehme zwei beliebi-
ge Geraden durch p, die Q jeweils in zwei Punkten a1, b1, bzw. a2, b2 schneiden, und
markiere die Punkte

q “ a1a2 X b1b2, r “ a1b2 X a2b1

Dann ist die Gerade qr die Polare von p.

Beweis. Da die Punkte b1 und b2 vertauschbar sind (gerade deswegen wussten wir im
obigen Beweis nicht, ob a1a2 und b1b2 Diagonalen oder Schenkel sind), liegt auch der
Schnittpunkt von a1b2 und a2b1 auf der Polare von p.

Beachte, dass die Gerade pq die Polare von r, sowie pr die Polare von q ist. Außerdem
geht die Gerade qr durch die Tangentialpunkte der Tangenten durch p zu Q.
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4 Das Doppelverhältnis

4.1 Geometrischer Zugang

Affine Transformationen erhalten Teilungsverhältnisse, projektive nicht. Wir werden
jetzt studieren, wie die Teilungsverhältnisse bei Zentralprojektion verzerrt werden.

O

α

βA

B

α1

A1 B1

β1

C 1

`

`1

ϕ

ψ

C

Abbildung 4.7: Teilungsverhältnis unter einer Zentralprojektion.

Proposition 4.37. In den Bezeichnungen der Abb. 4.7 gilt

A1C 1

B1C 1
: AC
BC

“
sin β1

sinα1 : sin β
sinα

Beweis. Nach dem Sinussatz gilt

AC

BC
“
AC

OC
¨
OC

BC
“

sinϕ
sinα ¨

sin β
sinψ “

sin β
sinα ¨

sinϕ
sinψ

Analog, A1C1B1C1 “
sinβ1
sinα1 ¨

sinϕ
sinψ , und die Behauptung folgt.

Bemerkenswert ist, dass der Verzerrungsfaktor sinβ1
sinα1 : sinβ

sinα des Teilungsverhältnisses
von Punkten A, B, C vom Punkt C nicht abhängt. Wird ein vierter Punkt D P ` gewählt
mit dem Bild D1 P `1, so gilt auch

A1D1

B1D1
: AD
BD

“
sin β1

sinα1 : sin β
sinα

Daraus folgt
A1C 1

B1C 1
: A

1D1

B1D1
“
AC

BC
: AD
BD

Dieses Verhältnis zweier Teilungsverhältnisse wird das Doppelverhältnis von Punkten A,
B, C, D genannt. Wir haben gerade Folgendes bewiesen.
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Satz 4.38. Das Doppelverhältnis von vier kollinearen Punkten ist invariant unter Zen-
tralprojektionen.

Jede projektive Transformation kann als Komposition von Zentralprojektionen dar-
gestellt werden. Das kann aus Proposition 4.4 und Satz 2.66. Also können wir schließen,
dass das Doppelverhältnis unter allen projektiven Transformationen erhalten bleibt.

Im nächsten Abschnitt gehen wir das Doppelverhältnis von einer anderen Seite an.
Wenn die Punkte A,B,C,D durch ihre Koordinaten a, b, c, d bezüglich eines Koor-

dinatensystems auf der Geraden ` dargestellt werden, dann lautet die obige Definition
wie folgt.

Definition 4.39. Das Doppelverhältnis von vier verschiedenen Zahlen a, b, c, d P R wird
definiert als

DVpa, b; c, dq :“ a´ c

b´ c
: a´ d
b´ d

“
pa´ cqpb´ dq

pa´ dqpb´ cq

4.2 Doppelverhältnis als Koordinate auf einer projektiven Geraden

Seien p1, p2, p3 und p vier verschiedene Punkte auf einer projektiven Geraden P pLq.
Dann bilden p1, p2 und p3 eine projektive Basis von P pLq, und dem Punkt p kann
eine “Koordinate” bezüglich dieser Basis zugeordnet werden. Diese Koordinate ist das
Doppelverhältnis der vier Punkte p, p1, p2, p3.

Definition 4.40. Für eine projektive Basis pp1, p2, p3q einer projektiven Geraden P pLq
sei I : P pLq Ñ RP 1 der projektive Isomorphismus definiert durch

Ipp1q “ 1, Ipp2q “ 0, Ipp3q “ 8 (4.19)

Dann definieren wir für jeden p P P pLq mit p R tp1, p2, p3u:

DVpp, p1; p2, p3q :“ Ippq P Rzt0, 1u

Das Doppelverhältnis ist wohldefiniert, weil es nach dem Satz 4.10 genau eine Ab-
bildung I mit den Eigenschaften (4.19) gibt.

Die Definition des Doppelverhältnisses kann auf 4 kollineare Punkte im projektiven
Raum P pV q von beliebiger Dimension erweitert werden, indem man die von den Punkten
aufgespannte projektive Gerade auf RP 1 abbildet.

Ein Vorteil der Definition 4.40 ist, dass aus ihr die projektive Invarianz des Doppel-
verhältnisses unmittelbar folgt.

Satz 4.41. Sei f : P pV q Ñ P pW q ein projektiver Isomorphismus. Dann gilt

DVpfpp0q, fpp1q; fpp2q, fpp3qq “ DVpp0, p1; p2, p3q

für jedes Quadrupel paarweise verschiedener kollinearer Punkte p0, p1, p2, p3 P P pV q.
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Beweis. Sei P pLq Ă P pV q die von p0, p1, p2, p3 aufgespannte projektive Gerade. Dann ist
fpP pLqq “ P pL1q eine projektive Gerade in P pW q. Jeder Isomorphismus I : P pLq Ñ RP 1

erzeugt einen Isomorphismus

I 1 :“ I : f´1 : P pL1q Ñ RP 1

Wenn I die Punkte p1, p2, p3 auf die “projektive Standardbasis” p1, 0,8q wie in (4.19)
abbildet, dann gilt

I 1pfpp1qq “ 1, I 1pfpp2qq “ 0, I 1pfpp3qq “ 8

und folglich

DVpfpp0q, fpp1q; fpp2q, fpp3qq “ I 1pfpp0qq “ Ipp0q “ DVpp0, p1, p2, p3q

Proposition 4.42. Definitionen 4.39 und 4.40 sind äquivalent. Das heißt, für jede affine
Karte auf der projektiven Geraden P pLq, die die Punkte p, p1, p2, p3 enthält und für
jedes Koordinatensystem auf dieser Karte gilt

DVpp, p1; p2, p3q “
px´ x2qpx1 ´ x3q

px´ x3qpx1 ´ x2q

wobei x, x1, x2, x3 die Koordinaten von p, p1, p2, p3 sind.

Beweis. Wird auf P pLq ein affines Koordinatensystem gewählt, so hat jeder projektive
Isomorphismus P pLq Ñ RP 1 die Form

x ÞÑ
ax` b

cx` d

Wir suchen einen solchen Isomorphismus mit

ax1 ` b

cx1 ` d
“ 1, ax2 ` b

cx2 ` d
“ 0, ax3 ` b

cx3 ` d
“ 8

Das ergibt ein lineares Gleichungssystem bezüglich a, b, c, d:

ax1 ` b “ cx1 ` d, ax2 ` b “ 0, cx3 ` d “ 0

Das Eliminieren von b und d aus der ersten Gleichung ergibt

ax1 ´ ax2 “ cx1 ´ cx3

Also
b “ ´ax2, c “ a

x1 ´ x2
x1 ´ x3

, d “ ´ax3
x1 ´ x2
x1 ´ x3
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Daraus folgt
ax´ b

cx´ d
“

ax´ ax2
ax1´x2
x1´x3

x´ ax3
x1´x2
x1´x3

“
x´ x2
x´ x3

¨
x1 ´ x3
x1 ´ x2

und, nach Definition 4.40

DVpx, x1;x2, x3q “
ax´ b

cx´ d
“
px´ x2qpx1 ´ x3q

px´ x3qpx1 ´ x2q

Bemerkung 4.43. Die Beschreibung des Doppelverhältnisses als Koordinate auf einer
projektiven Geraden bezüglich einer projektiven Basis hat folgende Analogien.

Das Teilungsverhältnis von drei Punkten p, p1, p2 auf einer affinen Gerade ` ist

TVpp, p1, p2q :“ x´ x2
x1 ´ x2

Hier sind x, x1, x2 die Koordinaten von p, p1, p2 bezüglich eines beliebigen Koordina-
tensystems auf der Geraden. Gleichzeitig gilt

TVpp, p1, p2q “ Ippq

wobei I : `Ñ R der affine Isomorphismus mit Ipp1q “ 1, Ipp2q “ 0 ist.
Die Koordinate eines Vektors v in einem eindimensionalen Vektorraum V bezüglich

der Basis e (bestehend, natürlich, aus einem einzigen Vektor) ist die Zahl λ P R mit der
Eigenschaft v “ λe. Gleichzeitig gilt

λ “ Ipvq

wobei I : V Ñ R ein Vektorraumisomorphismus mit Ipeq “ 1 ist.

4.3 Symmetrien des Doppelverhältnisses

Proposition 4.44. Sei λ :“ DVpa1, a2; a3, a4q. Dann gilt

DVpa2, a1; a3, a4q “ DVpa1, a2; a4, a3q “
1
λ

(4.20)

DVpa1, a3; a2, a4q “ 1´ λ (4.21)

Beweis. Gleichungen (4.20) folgen aus DVpa1, a2; a3, a4q “
pa1´a3qpa2´a4q
pa1´a4qpa2´a3q

recht einfach.
Für (4.21) braucht man eine etwas längere Rechnung:

DVpa1, a2; a3, a4q `DVpa1, a3; a2, a4q “
pa1 ´ a3qpa2 ´ a4q

pa1 ´ a4qpa2 ´ a3q
`
pa1 ´ a2qpa3 ´ a4q

pa1 ´ a4qpa3 ´ a2q

“
pa1a2 ` a3a4 ´ a1a4 ´ a2a3q ´ pa1a3 ` a2a4 ´ a1a4 ´ a2a3q

pa1 ´ a4qpa2 ´ a3q

“
a1a2 ` a3a4 ´ a1a3 ´ a2a4

pa1 ´ a4qpa2 ´ a3q
“ 1
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Da die Transpositionen p12q, p23q und p34q die ganze symmetrische Gruppe S4 erzeu-
gen, folgen aus Proposition 4.44 die Transformationsformeln für DVpaσp1q, aσp2q; aσp3q, aσp4qq
für alle σ P S4. Zum Beispiel,

DVpa2, a1; a4, a3q “
1

DVpa1, a2; a4, a3q
“ DVpa1, a2; a3, a4q “ λ

DVpa3, a4; a1, a2q “ 1´DVpa3, a1; a4, a2q “ 1´DVpa1, a3; a2, a4q “ 1´p1´DVpa1, a2; a3, a4qq “ λ

DVpa2, a3; a1, a4q “ 1´DVpa2, a1; a3, a4q “ 1´ 1
λ

Proposition 4.45. Es existiert ein Gruppenhomomorphismus

f : S4 Ñ PGLp2q, σ ÞÑ fσ : RP 1 Ñ RP 1

mit
fp12qpλq “ fp34qpλq “

1
λ
, fp23qpλq “ 1´ λ (4.22)

Dabei Ker f “ tid, p12qp34q, p13qp24q, p14qp23qu und Bild f – S3.

Beweis. Setzen wir

fσpDVpa1, a2; a3, a4qq “ DVpaσp1q, aσp2q; aσp3q, aσp4qq (4.23)

Dann ist fσ P PGLp2q, weil fp12q, fp23q und fp34q nach Proposition 4.44 zu PGLp2q gehören
und weil die Transpositionen p12q, p23q, p34q die Gruppe S4 erzeugen. Dass fσ ˝fτ “ fσ˝τ
gilt, folgt unmittelbar aus (4.23).

Oben haben wir festgestellt, dass p12qp34q P Ker f und p13qp24q P Ker f . Die Permu-
tation p14qp23q ist ihre Komposition, und daher liegt auch im Kern. Da Bild f mindestens
sechs Elemente enthält:

tid, λ ÞÑ
1
λ
, λ ÞÑ 1´ λ, λ ÞÑ 1´ 1

λ
, λ ÞÑ

1
1´ λ, λ ÞÑ

λ

λ´ 1u (4.24)

hat der Kern genau vier Elemente, und das Bild sechs.
Das Bild ist zu S3 isomorph, weil es nur zwei sechselementige Gruppen gibt: die

zyklische und S3. Die zyklische enthält aber nur ein Element der Ordnung 2, wir haben
mindestens zwei: λ ÞÑ 1

λ und λ ÞÑ 1´ λ.

Die folgende Beobachtung liefert einen expliziten Isomorphismus zwischen der Grup-
pe (4.24) und S3.

Proposition 4.46. Die Gruppe (4.24) wirkt frei und transitiv auf der Menge t0, 1,8u.

Beweis. Das kann natürlich direkt überprüft werden.
Andererseits, da DVpa1, a2; a3, a4q P RP 1zt0, 1,8u und dort beliebige Werte anneh-

men darf, bildet jede der Projektivitäten (4.24) die Menge RP 1zt0, 1,8u auf sich selbst.
Daraus folgt, dass sie auch die Menge t0, 1,8u auf sich selbst abbilden. Das gibt uns
eine Gruppenwirkung. Sie ist frei, weil jede Projektivität von RP 1 mit drei Fixpunkten
eine Identität ist. Sie ist transitiv, weil eine injektive Abbildung einer sechselementiger
Menge in eine sechselementige surjektiv ist.
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4.4 Harmonische Punktepaare und vollständiges Vierseit

Definition 4.47. Seien p0, p1, p2, p3 vier verschiedene kollineare Punkte im projektiven
Raum. Man sagt, dass die beiden Punktepaare tp0, p1u und tp2, p3u harmonisch liegen
oder sich harmonisch trennen, wenn

DVpp0, p1; p2, p3q “ ´1

Es ist erlaubt, von ungeordneten harmonischen Punktepaaren zu reden, weil wegen
4.44 gilt

DVpp0, p1; p2, p3q “ ´1 ô DVpp1, p0; p2, p3q “ ´1
ô DVpp0, p1; p3, p2q “ ´1 ô DVpp1, p0; p3, p2q “ ´1

und DVpp0, p1; p2, p3q “ DVpp2, p3; p0, p1q.

Proposition 4.48. Trennen sich tp0, p1u und tp2, p3u harmonisch, so ist p2 das Mittel-
punkt des Intervalls p0p1 in jeder affinen Karte, wo p3 “ 8.

Beweis. Nach Definition 4.40 ist ´1 “ DVpp0, p1; p2, p3q die Koordinate von p0 in einem
Koordinatensystem, wo p1 und p2 Koordinaten 1 bzw. 0 haben, und p3 unendlich fern
ist. Dann ist p2 “ 0 der Mittelpunkt des Intervalls r´1, 1s “ p0p1 in diesem Koordina-
tensystem. Jedes andere Koordinatensystem mit p3 “ 8 unterscheidet sich von diesem
durch einen affinen Koordinatenwechsel, und dieser erhält die Mittelpunkte.

Ein vollständiges Vierseit in einer projektiven Ebene besteht aus vier Geraden (Sei-
ten), von welchen keine drei konkurrent sind, und aus den sechs Schnittpunkten dieser
Geraden (Ecken). Wir bezeichnen die Geraden mit `1, `2, `3, `4, und den Schnittpunkt
zwischen `i und `j mit pij . Die Punktepaare p12 und p34, p13 und p24, p14 und p23 liegen
auf keiner gemeinsamen Seite des Vierseits, die von ihnen aufgespannten Geraden heißen
Diagonalen des Vierseits.

Satz 4.49. Auf jeder Diagonalen eines vollständigen Vierseits trennen sich das Paar
der Schnittpunkten mit zwei anderen Diagonalen und das Paar der auf der Diagonalen
liegenden Ecken harmonisch.

Beweis. Sei m1 die Diagonale durch p14 und p23, m2 die Diagonale durch p13 und p24,
und m3 die Diagonale durch p12 und p34. Sei q1 der Schnittpunkt von m2 und m3, q2
der Schnittpunkt von m1 und m3, und q3 der Schnittpunkt von m1 und m2, siehe Abb.
4.8. Wir müssen zeigen DVpp14, p23; q2, q3q “ ´1.

Betrachten wir die Zentralprojektion m1 Ñ m2 mit Zentrum p12. Sie bildet die uns
interessierende Punkte wie folgt ab:

p14 ÞÑ p13, p23 ÞÑ p24, q2 ÞÑ q1, q3 ÞÑ q3

Folglich
DVpp14, p23; q2, q3q “ DVpp13, p24; q1, q3q
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Abbildung 4.8: Das vollständige Vierseit.

Jetzt projizieren wir m2 zurück auf m1, aber mit Zentrum p34.

p13 ÞÑ p23, p24 ÞÑ p14, q1 ÞÑ q2, q3 ÞÑ q3

Also gilt
DVpp13, p24; q1, q3q “ DVpp24, p13; q1, q3q

und folglich
λ :“ DVpp13, p24; q1, q3q “ DVpp24, p13; q1, q3q “ λ´1

Da das Doppelverhältnis von vier verschiedenen Punkten ungleich 1 ist, folgt daraus
λ “ ´1, und der Satz ist bewiesen.

Der Satz vom vollständigen Vierseit stellt eine Verbindung zwischen den Sätzen von
Ceva (Satz 2.50) und Menelaus (Satz 2.51 her. Und zwar, in jeder affinen Karte gilt

DVpp14, p23; q2, q3q “ ´1 ñ
ÝÝÝÑp14q2
ÝÝÝÑq2p23

“ ´
ÝÝÝÑp14q3
ÝÝÝÑq3q23

Deswegen erfüllen die Punkte q2, p24, p13 die Bedingung (2.5) im Bezug auf das Dreieck
p14p23p12 genau dann, wenn die Punkte q3, p24, p13 die Bedingung (2.6) im Bezug auf
dasselbe Dreieck erfüllen.

4.5 Doppelverhältnis und Dualität

Sei P pV q ein n-dimensionaler projektiver Raum. Wir nennen vier verschiedene projektive
Hyperebenen h1, h2, h3, h4 Ă P pV q konkurrent, wenn sie einen projektiven Unterraum r
von Dimension n´2 gemeinsam haben. Dies ist äquivalent dazu, dass die dualen Punkte
h˝1, h

˝
2, h

˝
3, h

˝
4 P P pV

˚q kollinear sind.

Definition 4.50. Das Doppelverhältnis von vier konkurrenten Hyperebenen wird defi-
niert als das Doppelverhältnis von zu ihnen dualen Punkten.
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Proposition 4.51. Seien h1, h2, h3, h4 Ă P pV q vier konkurrente Hyperebenen, und sei
` Ă P pV q eine Gerade, die den projektiven Unterraum r “ h1 X h2 X h3 X h4 nicht
schneidet, sodass die Punkte

p1 :“ `X h1, p2 :“ `X h2, p3 :“ `X h3, p4 :“ `X h4

verschieden sind. Dann gilt

DVpp1, p2; p3, p4q “ DVph1, h2;h3, h4q

r

h1

h2
h3

h4

`
p1 p2 p4p3

Beweis. Das duale des projektiven Unterraums r Ă P pV q ist eine projektive Gerade
r˝ P P pV ˚q, die die Punkte h˝1, h˝2, h˝3, h˝4 enthält. Per Definition gilt DVph1, h2;h3, h4q “
DVph˝1, h˝2;h˝3, h˝4q. Wir werden eine projektive Abbildung

f : `Ñ r˝ mit fppiq “ h˝i

konstruieren, dann wird die Behauptung aus der projektiven Invarianz des Doppelver-
hältnisses folgen.

Seien ` “ P pLq, r “ P pRq. Dann gilt V “ L ‘ R und folglich V ˚ “ L˝ ‘ R˝. Wir
brauchen eine lineare Abbildung

F : LÑ R˝ mit v P KerF pvq @v P L

(In der Tat, P pKerF pvqq ist eine Hyperebene durch r, und wir wollen, dass sie den
Punkt rvs enthält.) Um F zu konstruieren, wählen wir eine Basis e0, . . . , en von V so,
dass L “ spante0, e1u. Ist θ0, . . . , θn die duale Basis von V ˚, so gilt R˝ “ spantθ0, θ1u.
Setzen wir

F pe0q :“ θ1, F pe1q :“ ´θ0

so gilt F pae0 ` be1q “ aθ1 ´ bθ0, und wegen paθ1 ´ bθ0qpae0 ` be1q “ 0 besitzt die
Abbildung F die gewünschte Eigenschaft.
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Insbesondere wird das Doppelverhältnis von vier konkurrenten Geraden in der Ebene
als das Doppelverhältnis von ihren Schnittpunkten mit einer beliebigen nicht mit ihnen
konkurrenten Geraden definiert.

Proposition 4.52. Seien `1, `2, `3, `4 vier konkurrente Geraden in der Ebene, und sei
ϕij der Winkel zwischen `i und `j. Dann gilt

DVp`1, `2; `3, `4q “
sinϕ13 sinϕ24
sinϕ14 sinϕ23

`1 `2 `3
`4

α

ϕ23

ϕ13

β

p1 p2 p3 p4

Beweis. Seien p1, p2, p3, p4 die Schnittpunkte von `1, `2, `3, `4 mit einer beliebigen
Geraden. Im Beweis der Propostion 4.37 haben wir festgestellt

ÝÝÑp1p3
ÝÝÑp2p3

“
sin β
sinα ¨

sinϕ13
sinϕ23

Analog,
ÝÝÑp1p4
ÝÝÑp2p4

“
sin β
sinα ¨

sinϕ14
sinϕ24

Folglich

DVp`1, `2; `3, `4q “ DVpp1, p2; p3, p4q “
ÝÝÑp1p3
ÝÝÑp2p3

:
ÝÝÑp1p4
ÝÝÑp2p4

“
sinϕ13 sinϕ24
sinϕ14 sinϕ23

4.6 Doppelverhältnis von Punkten auf einem Kegelschnitt

Definition 4.53. Sei Q Ă RP 2 ein Kegelschnitt. Das Doppelverhältnis von vier ver-
schiedenen Punkten p1, p2, p3, p4 P Q wird definiert als DVp`1, `2; `3, `4q, wobei `i “ ppi
ist, für einen beliebigen Punkt p P Qztp1, p2, p3, p4u.

Proposition 4.54. Das Doppelverhältnis auf einem Kegelschnitt ist wohldefiniert, d. h.
der Wert DVp`1, `2; `3, `4q hängt nicht von der Wahl des Punktes p P Q ab.
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Erster Beweis. Betrachte eine affine Karte, in welcher Q eine Ellipse ist, und darin eine
euklidische Struktur, bezüglich welcher Q ein Kreis ist. Seien p, p1 P Q zwei verschiedene
Punkte. Bezeichne mit ϕij , bzw. ϕ1ij den Winkel pippj , bzw. pip1pj . Dann gilt ϕ1ij “ ϕij
oder ϕ1ij “ π ´ ϕij (das letztere wenn p und p1 auf verschiedenen von pi und pj aufge-
spannten Bögen liegen). Nun folgt DVp`1, `2; `3, `4q “ DVp`11, `12; `13, `14q aus der Formel
von Proposition 4.52.

Zweiter Beweis. Betrachte eine affine Karte, in welcher die Punkte p und p1 unendlich
fern sind, sodass Q eine Hyperbel ist. Wähle ein Koordinatensystem, in welchem

Q “ tpx, yq | xy “ 1u

Die Geraden durch p und p1 sind senkrecht, bzw. waagerecht (oBdA). Hat der Punkt pi
Koordinaten pxi, yiq, so gilt yi “ 1

xi
, und deswegen

DVp`1, `2; `3, `4q “ DVpx1, x2;x3, x4q “ DVpy1, y2; y3, y4q “ DVp`11, `12; `13, `14q

Ein neuer Beweis des Satzes von Pascal. Wurde nicht vorgetragen.

Es ist auch möglich, die Sätze von Desargue und Pappos aus der Invarianz des Dop-
pelverhältnisses unter Zentralprojektionen herzuleiten. (Man benötigt Komposition von
drei Zentralprojektionen.)
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Kapitel 5

Sphärische Geometrie

1 Längen und Winkel

1.1 Abstandmessung in der sphärischen Geometrie

Sei Rn`1 mit dem Standardskalarprodukt versehen. Die n-Sphäre wird definiert als

Sn :“ tx P Rn`1 | }x} “ 1u

Für jede Orthogonaltransformation f P Opn ` 1q gilt fpSnq “ Sn, deswegen wirkt die
Gruppe Opn`1q auf Sn. Sphärische Geometrie ist die Geometrie dieser Gruppenwirkung;
das heißt, sie studiert die auf Sn bezogene Größen, die unter der Wirkung von Opn` 1q
invariant bleiben.

Eine dieser Größen ist das Skalarprodukt:

xfpAq, fpBqy “ xA,By @f P Opn` 1q, A,B P Sn

Ein Punktepaar A,B kann auf ein Punktepaar C,D nur dann (und genau dann) ab-
gebildet werden, wenn xA,By “ xC,Dy gilt. Das bringt uns auf die Idee, den Abstand
zwischen A und B als eine Funktion von xA,By zu definieren. Eine unmittelbare Lösung
ist es,

distextpA,Bq :“ }A´B} “
a

2´ 2xA,By (5.1)

zu setzen, das heißt, gleich dem euklidischen Abstand zwischen A und B in Rn`1. Die
Funktion distext ist eine Metrik auf Sn`1, d. h. sie besitzt die Eigenschaften

1. distextpA,Bq “ distextpB,Aq (Symmetrie);

2. distextpA,Bq ě 0, und distpA,Bq “ 0 ô A “ B;

3. distextpA,Cq ď distextpA,Bq ` distextpB,Cq (Dreiecksungleichung)

Diese Eigenschaften sind erfüllt, weil sie für die euklidische Metrik in Rn`1 gelten. distext
heißt die extrinsische Metrik auf Sn.

Ein Nachteil der extrinsischen Metrik ist, dass sie keine “geraden Linien” hat.
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Definition 5.1. Eine Geodäte im metrischen Raum pX,distq ist eine Kurve γ : I Ñ X,
entlang welcher die Dreiecksungleichung lokal zur Gleichung wird: für jedes t P I gibt es
ein Intervall t P J Ă I, sodass für alle t1, t2, t3 P J

distpγptiq, γptkqq “ distpγptiq, γptjqq ` distpγptjq, γptkqq

für irgendeine Transposition pi, j, kq von p1, 2, 3q.

Eine Gerade ` Ă Rn ist eine Geodäte. Für die Metrik (5.1) auf Sn ist aber die
Dreiecksungleichung immer strikt (unter Annahme, dass A, B und C verschieden sind),
deshalb besitzt sie keine Geodäten.

Definition 5.2. Ein Großkreis auf Sn ist die Menge Sn X L, wobei L Ă Rn`1 ein
zweidimensionaler Untervektorraum ist.

Jeden Großkreis kann man als S1 sehen, indem man in Rn`1 eine orthonormale Basis
wählt, in welcher die ersten zwei Vektoren L aufspannen.

Definition 5.3. Die intrinsische Metrik distintr oder dist auf Sn ist definiert als

distpA,Bq :“ die Länge des kürzesten A und B verbindenden Großkreisbogens

Mit anderen Worten,
distpA,Bq :“ arccosxA,By (5.2)

Sind A und B Antipoden, so gibt es unendlich viele Großkreise durch A und B, und
jeder wird durch A und B in zwei Bögen der Länge π geteilt. Sind A und B keine An-
tipoden, so ist der Großkreis eindeutig (und zwar vom L “ spantA,Bu ausgeschnitten),
und ein Bogen ist kürzer als der andere.

Offensichtlich ist der in Definition 5.3 definierte Abstand symmetrisch und positiv.
Die Dreiecksungleichung wird in Kürze auch bewiesen. Aus der Definition 5.3 folgt un-
mittelbar, dass die Großkreise Geodäten auf Sn sind (das Bild des Intervalls J soll in
einem Halbkreis enthalten sein).

Die extrinsische Metrik (5.1) soll aber nicht verachtet werden. Ohne sie gäbe es kei-
ne intrinsische Metrik. Die Bogenlänge ist nämlich das Supremum der (extrinsischen!)
Längen der in den Bogen eingeschriebenen Polygonzügen. Auf eine ähnliche Weise kann
man aus einem wegzusammenhängenden metrischen Raum einen geodätischen Raum
machen: man definiert den neuen Abstand als das Infimum der Längen aller rektifizier-
baren Kurven (wobei die Länge einer Kurve als Supremum der Längen der Polygonzügen
definiert wird, und rektifizierbar heißt, dass dieses Supremum endlich ist). Mehr dazu
siehe in [BBI01].

1.2 Duale sphärische Dreiecke

Seien A,B,C P Sn drei verschiedene, nicht auf einer Geodäte liegende Punkte. Dann ist
V :“ spantA,B,Cu Ă Rn`1 ein dreidimensionaler Untervektorraum, und S :“ V XSn ist
eine zweidimensionale Sphäre. Sphäre S ist geodätisch, d. h. die Geodäte zwischen zwei
nicht-antipodalen Punkten X,Y P S ist vollständig in S enthalten. Deswegen dürfen wir
uns auf der Geometrie eines Dreiecks ABC in S2 konzentrieren.
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Definition 5.4. Die Polare eines Punktes A P S2 ist der Großkreis

A˝ :“ tX P S2 | xA,Xy “ 0u

Beachte, dass jeder Großkreis zwei Pole (zwei Punkte, zu welchen er polar ist) hat.
Sei

A˝´ :“ tX P S2 | xA,Xy ď 0u

die von A˝ berandete und A nicht enthaltende Halbsphäre.

Definition 5.5. Das zu ABC duale Dreieck ist der Schnitt A˝´ XB˝´ X C˝´.

Dieser Schnitt von drei Halbsphären hat in der Tat drei Ecken A1 P B˝ X C˝, B1 P
C˝XA˝ und C 1 P A˝XB˝. Zwei Großkreise schneiden sich in zwei Punkten, und A1, B1,
C 1 werden so gewählt, dass

xA,A1y ă 0, xB,B1y ă 0, xC,C 1y ă 0 (5.3)

Proposition 5.6. Die Dualität zwischen sphärischen Dreiecken ist involutiv: ist A1B1C 1
dual zu ABC, so ist ABC dual zu A1B1C 1.

Beweis. Aus B1 P C˝ XA˝ und C 1 P A˝ XB˝ folgt

xA,B1y “ xA,C 1y “ 0

Dann A P pB1q˝XpC 1q˝ und analog für die anderen zwei Ecken B und C. Die Bedingungen
(5.3) garantieren, dass A der richtige von zwei Schnittpunkten von pB1q˝ und pC 1q˝
ist.

Anstelle von Dreiecken kann man die Triederwinkel OABC und OA1B1C 1 mit der
Spitze O im Koordinatenursprung betrachten. Dann ist OA1 die Außennormale zur Seite
OBC des Winkels OABC.

Bezeichnen wir mit a, b, c die Längen der Seiten BC, CA, AB, und mit α, β, γ die
Winkel an den Ecken A,B,C. Der Winkel α ist gleich dem Diederwinkel zwischen den
Halbebenen OAB und OAC. Andererseits, da OB1 und OC 1 Außennormalen zu OAC
bzw. OAB sind, ist B1OC 1 der entsprechende Außendiederwinkel, und deswegen gleich
π ´ α. Es folgt

a1 “ π ´ α, b1 “ π ´ β, c1 “ π ´ γ (5.4)

wobei a1, b1, c1 die Seitenlängen im dualen Dreieck A1B1C 1 sind. Werden die Rollen von
ABC und A1B1C 1 vertauscht, so entstehen die Gleichungen

α1 “ π ´ a, β1 “ π ´ b, γ1 “ π ´ c (5.5)

zwischen den Seitenlängen von ABC und den Winkelgrößen des dualen.

Proposition 5.7. Ein sphärisches Dreieck ist durch seine Winkelgrößen eindeutig be-
stimmt. Das heißt, für zwei Dreiecke mit gleichen entsprechenden Winkelgrößen existiert
eine Orthogonaltransformation, die ein in das andere überführt.
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Beweis. Zwei Dreiecke mit gleichen Seitenlängen sind kongruent, weil eine Abbildung,
die die Skalarprodukte der Basisvektoren erhält, erhält die Skalarprodukte aller Vekto-
ren. Sind die Winkelgrößen in zwei Dreiecken gleich, so sind die Seitenlängen in den zu
ihnen dualen Dreiecken gleich. Eine Orthogonaltransformation, die die dualen Dreiecke
ineinander überführt, bildet auch die “primale” Dreiecke aufeinander.

Das steht im Kontrast zur euklidischen Geometrie, wo Dreiecke mit gleichen Winkeln
nicht unbedingt kongruent, sondert ähnlich zueinander sind.

Zum Schluss drücken wir die Vektoren A1, B1, C 1 durch A,B,C aus. Da der Vektor
A1 orthogonal zu B und C ist, ist er kollinear mit dem Vektorprodukt B ˆ C. Daraus
folgt

A1 “ ˘
B ˆ C

}B ˆ C}

Um das Vorzeichen genau zu definieren, müssen wir xA,A1y ă 0 in Betracht ziehen.

Proposition 5.8. Ist detpA B Cq ą 0, so gilt

A1 “ ´
B ˆ C

}B ˆ C}
, B1 “ ´

C ˆA

}C ˆA}
, C 1 “ ´

AˆB

}AˆB}

A “
B1 ˆ C 1

}B1 ˆ C 1}
, B “

C 1 ˆA1

}C 1 ˆA1}
, C “

A1 ˆB1

}A1 ˆB1}

Beweis. Da xA,BˆCy “ detpA B Cq, gilt bei der getroffenen Wahl xA,A1y ă 0. Für das
zweite Tripel der Gleichungen beachte, dass detpA B Cq ą 0 ñ detpA1 B1 C 1q ă 0.

1.3 Sinus- und Kosinussätze für sphärische Dreiecke

Satz 5.9 (Sinussatz für sphärische Dreiecke). In jedem sphärischen Dreieck ABC gilt

sin a
sinα “

sin b
sinα “

sin c
sin γ

Beweis. Nach Proposition 5.8 gilt

xA,A1y “ ´
xA,B ˆ Cy

}B ˆ C}
“ ´

detpA B Cq

sin a

sowie
xA,A1y “

xA1, B1 ˆ C 1y

}B1 ˆ C 1}
“

detpA1 B1 C 1q
sin a1 (5.6)

Daraus folgt
sin a
sinα “

sin a
sin a1 “ ´

detpA B Cq

detpA1 B C 1q

Analog
sin b
sin β “ ´

detpA B Cq

detpA1 B1 C 1q “
sin c
sin β

und der Satz folgt.
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Satz 5.10 (Kosinussätze für sphärische Dreiecke). In jedem sphärischen Dreieck ABC
gilt

cos c “ cos a cos b` sin a sin b cos γ (5.7)
cos γ “ ´ cosα cosβ ` sinα sin β cos c (5.8)

Beweis. Seien V “
`

A B C
˘

und W “
`

A1 B1 C 1
˘

3ˆ3-Matrizen mit Koordinaten
von entsprechenden Punkten als Spalten. Dann haben die Gram-Matrizen von den Basen
pA,B,Cq und pA1, B1, C 1q die Form

G “ V JV “

¨

˝

1 cos c cos b
cos c 1 cos a
cos b cos a 1

˛

‚

G1 “WJW “

¨

˝

1 cos c1 cos b1
cos c1 1 cos a1
cos b1 cos a1 1

˛

‚“

¨

˝

1 ´ cos γ ´ cosβ
´ cos γ 1 ´ cosα
´ cosβ ´ cosα 1

˛

‚

Außerdem gilt

V JW “

¨

˝

xA,A1y 0 0
0 xB,B1y 0
0 0 xC,C 1y

˛

‚“: D

Daraus folgt W “ pV Jq´1D und WJ “ DV ´1, also

G1 “ DV ´1pV Jq´1D “ DG´1D (5.9)

Der Kosinussatz folgt aus dem Vergleich der Matrixeinträge auf der linken und auf der
rechten Seite dieser Gleichung.

Das Anwenden der Formel für die inverse Matrix ergibt

G´1 “
1

detG

¨

˝

sin2 a cos a cos b´ cos c cos a cos c´ cos b
cos a cos b´ cos c sin2 b cos b cos c´ cos a
cos a cos c´ cos b cos b cos c´ cos a sin2 c

˛

‚

Also folgt aus (5.9)

´ cos γ “ xA,A
1yxB,B1y

detG pcos a cos b´ cos cq

Nach (5.6) gilt
xA,A1yxB,B1y

detG “
pdetV q2

sin a sin bdetG “
1

sin a sin b
also

´ cos γ “ cos a cos b´ cos c
sin a sin b

und die Gleichung (5.7) folgt.
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Die Gleichung (5.8) folgt aus der Anwendung der (5.7) auf den dualen Dreieck und
den Formeln (5.4) und (5.5):

cos c1 “ cos a1 cos b1 ` sin a1 sin b1 cos γ1 ñ ´ cos γ “ cosα cosβ ´ sinα sin β cos c

Proposition 5.11. In jedem (nicht-ausgearteten) sphärischen Dreieck gelten die Un-
gleichungen

a ă b` c, b ă a` c, c ă a` b, a` b` c ă 2π

Für jedes Tripel a, b, c P p0, πq, das diese Bedingungen erfüllt, existiert ein sphärisches
Dreieck mit Seitenlängen a, b, c. Dieses Dreieck ist eindeutig bis auf Isometrie der Sphäre.

Beweis. Nach dem Kosinussatz

cos a´ cos b cos c
sin b sin c “ cosα ą ´1

Das ergibt
cos a´ cos b cos c ą ´ sin b sin cñ cos a ą cospb` cq

Wegen a P p0, πq folgt daraus

2π ´ a ą b` c ą añ a` b` c ă 2π, a ă b` c

Aus
cos a´ cos b cos c

sin b sin c “ cosα ă 1

folgt
cos a ă cospb´ cq

Das bedeutet a ą |b´ c| und impliziert

b ă a` c, c ă b` a

Sind die Bedingungen erfüllt, so gilt | cos a´cos b cos c
sin b sin c | ă 1, das heißt es existiert ein α

mit cos a´cos b cos c
sin b sin c “ cosα. Man trage von einem Punkt zwei Großkreisbögen ab von den

Längen b und c und mit Winkel α dazwischen. Dann ist der Abstand zwischen ihren
Endpunkten gleich a.

Korollar 5.12. In jedem (nicht-ausgearteten) sphärischen Dreieck gilt

α` β ` γ ą π

Beweis. Das folgt aus der Ungleichung a1 ` b1 ` c1 ă 2π für den dualen Dreieck.

Proposition 5.13. In einem rechtwinkligen sphärischen Dreieck mit γ “ π
2 gilt:

1. cos c “ cos a cos b
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2. cos c “ cotα cotβ

3. sin a “ sin c sinα

4. cosα “ sin β cos a

Beweis. Folgt aus dem Sinus- und Kosinussatz.

2 Winkel und Krümmung

2.1 Kosinussatz auf der Sphäre vom Radius R

Sei S2
R “ tx P R3 | }x} “ Ru die Sphäre vom Radius R. Der Kehrwert des Quadrates

des Radius
κ :“ 1

R2

wird die Krümmung der Sphäre genannt.
Auf S2

R definiert man die Metrik auf eine ähnliche Weise wie auf S2. Die Zentral-
projektion S2 Ñ S2

R multipliziert alle Abstände mit R und erhält die Winkel. Deswegen
entspricht ein Dreieck auf S2

R mit Seitenlängen a, b, c und Winkeln α, β, γ einem Dreieck
auf S2 mit Seitenängen

?
κa,

?
κb,

?
κc. Daraus folgt unmittelbar der Kosinussatz auf

der Sphäre vom Radius R.

Proposition 5.14. Für jedes Dreieck auf S2
R gilt

cos
?
κc “ cos

?
κa cos

?
κb` sin

?
κa sin

?
κb cos γ (5.10)

Sei ∆κpa, b, cq ein Dreieck mit Seitenlängen a, b, c auf der Sphäre vom Radius 1?
κ
.

Bezeichnen wir mit γκ den Winkel von ∆κpa, b, cq zwischen den Seiten a und b. Halten
wir nun a, b, c fest und schicken κÑ 0 (d. h. RÑ8).

Proposition 5.15. Der Winkel γκ konvergiert gegen den Winkel γ im euklidischen
Dreieck mit Seitenlängen a, b, c.

Beweis. Mit Hilfe der Taylor-Polynome von cos und sin erhalten wir:

cos γκ “
cos
?
κc´ cos

?
κa cos

?
κb

sin
?
κa sin

?
κb

“
p1´ κc2

2 q ` opκq ´ p1´
κa2

2 ` opκqqp1´ κb2

2 ` opκqq

p
?
κa` opκqqp

?
κb` opκqq

“
1´ κc2

2 ´ p1´ κ
2a

2 ´ κ
2 b

2 ` opκq

κab` opκq
“
a2 ` b2 ´ c2 ` op1q

2ab` op1q Ñ cos γ
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2.2 Fläche eines sphärischen Vielecks

Ein Zweieck auf der Sphäre S2 ist der Schnitt von zwei verschiedenen, nicht gegenüber-
liegenden Hemisphären. Die diese Hemisphären berandende Großkrese schneiden sich in
einem Paar von Antipoden A,´A. Die Punkte A und ´A heißen die Ecken des Zweiecks.
Die Seiten eines Zweiecks sind zwei Halbkreisbogen.

Lemma 5.16. Bilden die Seiten eines Zweiecks den Winkel α, so hat er die Fläche 2α.

Beweis. Wir geben ja keine Definition der Fläche, nehmen aber an, dass die Fläche
additiv und im gewissen Sinne stetig ist. Aus der Additivität folgt die Gültigkeit der
Formel bei α “ 2π

n , und dann auch bei α “ 2πm
n . Aus der Stetigkeit folgt die Formel für

alle α.

Satz 5.17. Die Fläche eines sphärischen Dreiecks mit Winkeln α, β, γ ist α`β`γ´π.

Beweis. Zeichne die von den Seiten des Dreiecks ABC aufgespannten Großkreise. Sie
schneiden sich, außer in den Punkten A, B, C, noch in ´A, ´B, ´C. Sei HA Ă S2 die
den Punkt A enthaltende Halbsphäre, deren Randkreis durch B und C geht. Definiere
analog HB und HC . Es gilt HAYHBYHC “ S2z´∆. Nach dem Inklusions-Exklusions-
Prinzip

AreapHA YHB YHCq “ AreapHAq `AreapHBq `AreapHCq

´AreapHA XHBq ´AreapHB XHCq ´AreapHC XHAq `AreapHA XHB XHCq

Folglich
4π ´AreapABCq “ 3 ¨ 2π ´ 2γ ´ 2α´ 2β `AreapABCq

Daraus folgt die Behauptung.

Unter dem Außenwinkel eines Vielecks verstehen wir π´α, wobei α der entsprechende
Innenwinkel ist.

Satz 5.18. Die Fläche eines sphärischen Vielecks ist gleich 2π minus die Summe seiner
Außenwinkel.

Beweis. Man wähle einen Punkt C im Inneren des Vielecks und zerschneide es in n
Dreiecke mit Hilfe der Geodäten von C zu den Ecken. Bezeichne mit αi, βi, γi die
Winkel im i-ten Dreieck, γi der Winkel an der Ecke C. Dann gilt

Area “
ÿ

i

pαi ` βi ` γi ´ πq “ 2π ´
ÿ

i

pπ ´ αi ´ βi´1q

und der Satz ist bewiesen.

2π minus die totale Krümmung. Fläche der Halbsphäre.
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Satz 5.19. Sei ∆ Ă S3 ein sphärisches Tetraeder, und sei ∆1 das duale Tetraeder. Dann
gilt

Volp∆q ` 1
2
ÿ

i

aija
1
ij `Volp∆1q “ π2 “

1
2VolpS3q

AreapB∆q `AreapB∆1q “ 4π

Hier sind aij die Kantenlängen des Tetraeders ∆, und a1ij die Längen der dualen Kanten
von ∆1.

Korollar 5.20. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufällige große Sphäre in S3 das Te-
traeder ∆ schneidet, ist gleich

1
π2

˜

Volp∆q ` 1
2
ÿ

i

aija
1
ij

¸

Problem 5.21. Gibt es ein sphärisches Tetraeder, dessen Diederwinkel rationale Viel-
fachen von π sind, das Volumen aber kein rationales Vielfaches von π2 ist?

3 Elliptische Geometrie

3.1 Der Raum und die Gruppe

Die Großkreise sind die “Geraden” der sphärischen Geometrie. Anstelle der Axiomen der
euklidischen Geometrie

• durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade;

• zwei Geraden schneiden sich in höchstens einem Punkt

gilt in der sphärischen Geometrie

• durch zwei verschiedene und nicht antipodale Punkte geht genau eine Gerade;

• zwei Geraden schneiden sich in zwei zueinander antipodalen Punkten.

Die sphärische Geometrie wird mehr Ähnlichkeit mit der euklidischen haben, wenn wir
die Antipodenpaare zu einem Punkt erklären. Das heißt, statt der Sphäre Sn betrachten
wir den Quotientenraum

RPn “ Sn{A „ ´A

Die Großkreise werden zu projektiven Geraden (vergleiche die Definitionen der Geraden
in RPn und der Großkreise in Sn), sodass durch zwei verschiedene Punkte stets eine
Gerade geht und zwei Geraden sich immer in einem Punkt schneiden.

Die Gruppe der Orthogonaltransformationen Opn ` 1q wirkt auch auf RPn (Äqui-
valenzklasse wird auf Äquivalenzklasse abgebildet). Diese Wirkung ist aber nicht mehr
treu: die Abbildung mit der Matrix ´En`1 vertauscht die Antipoden, und wirkt daher
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auf RPn als Identität. Das und die Identität sind aber die einzigen Abbildungen mit
dieser Eigenschaft, daher ist die Faktorgruppe

POpn` 1q :“ Opn` 1q{tEn`1,´En`1u (5.11)

eine Transformationsgruppe von RPn.

Definition 5.22. Der projektive Raum RPn zusammen mit der Transformationsgruppe
POpn` 1q heißt elliptische Geometrie.

Die Gruppe der Orthogonaltransformationen Opn ` 1q hat zwei Zusammenhangs-
komponenten: die orientierungserhaltenden Transformationen SOpn` 1q und die orien-
tierungsumkehrenden Opn` 1qzSOpn` 1q. Für POpn` 1q hängt es von der Parität von
n ab:

POpn` 1q – SOpn` 1q für n gerade,
da in diesem Fall En`1 R SOpn` 1q und deswegen enthält jede Äquivalenzklasse (5.11)
genau eine Transformation aus SOpn ` 1q. Wenn n ungerade ist, dann hat POpn ` 1q
zwei Zusammenhangskomponenten, eine von welchen SOpn` 1q{tEn`1,´En`1u ist.

Dieses Verhalten von POpn ` 1q spiegelt sich in der Orientierbarkeit, bzw. Nicht-
orientierbarkeit von RPn wieder: für n ungerade ist RPn orientierbar, und die zwei
Komponenten von POpn ` 1q entsprechen den orientierungserhaltenden, bzw. orientie-
rungsumkehrenden Transformationen.

3.2 Abstandmessung in der elliptischen Geometrie

Der Abstand zwischen den Punkten p, q P Sn ist gleich dem Winkel zwischen den Halb-
geraden 0p und 0q; der Abstand zwischen rps, rqs P RPn ist der Winkel zwischen den
Geraden 0p und 0q.

Definition 5.23. Seien p, q P Sn. Die elliptische Metrik wird definiert als

distellprps, rqsq :“ mint=p0q,=p´pq0qu

Insbesondere ist der größtmögliche Abstand zwischen Punkten in RPn gleich π
2 ,

während in Sn es π ist.
Ist =p0q “ π

2 , so gibt es in RPn zwei rps und rqs verbindende geodätische Intervalle.
Sie entstehen aus den Großkreisbögen pq und p´pqq. Vergleiche das mit Sn: für die am
weitesten entfernte Punkte p und ´p gibt es unendlich viele sie verbindende geodätische
Intervalle.

Sei e0, e1, e2 die Standardbasis von R3. Die Punkte re0s, re1s, re2s haben paarweise
Abstände π

2 . Sie definieren vier Dreiecke, und diese Dreiecke überdecken ganz RP 2.
Lokal ist die elliptische Geometrie zur sphärischen isometrisch.

Proposition 5.24. Die Einschränkung der Projektion S2 Ñ RP 2 auf das Dreieck ∆ “

e0e1e2 ist eine Isometrie.

Beweis. Der sphärische Abstand zwischen zwei Punkten p, q P ∆ ist kleiner oder gleich
π
2 . Deswegen ist distellprps, rqsq “ distpp, qq.
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3.3 Gnomonische Projektion

Sei
Sn´1 “ tx P Sn | x0 “ 0u

der “Äquator” der n-Sphäre. Sei

A “ tx P Rn`1 | x0 “ 1u

die zu Sn am Punkt p1, 0, . . . , 0q tangentiale Hyperebene.

Definition 5.25. Die gnomonische Projektion

π : SnzSn´1 Ñ A

ist die Zentralprojektion mit Zentrum 0.

Man erkennt in der gnomonischen Projektion eine affine Karte von RPn. Jedes An-
tipodenpaar tp,´pu Ă SnzSn´1 wird auf denselben Punkt in A abgebildet, die Antipo-
denpaare tp,´pu Ă Sn´1 entsprechen den unendlich fernen Punkten.

In Formeln sieht die gnomonische Projektion und ihre Inverse wie folgt aus:

πpx0, x1, . . . , xnq “

ˆ

1, x1
x0
, . . . ,

xn
x0

˙

π´1p1, x̄q “
ˆ

1
1` }x̄}2 ,

x̄

1` }x̄}2

˙

Proposition 5.26. Die gnomonische Projektion bildet Geodäten der elliptischen Geo-
metrie auf Geraden in H.

Beweis. Geodäten entsprechen den Großkreisen auf Sn, und die Zentralprojektion eines
Kreises von seinem Mittelpunkt aus ist eine Gerade.

Die gnomonische Projektion verzerrt die Längen und die Winkel. Der elliptische
Abstand zwischen zwei Punkten p, q P H ist gleich

distellpp, qq “
#

=p0q, falls =p0q ď π
2

π ´=p0q, falls =p0q ą π
2

In manchen Fällen können wir aber die Abstand- undWinkelverzerrung kontrollieren.
Zum Beispiel,

distellpe0, pq “ arctan }p̄}

Außerdem bleiben die Winkel zwischen den Geodäten durch den Nordpol erhalten:

=ellpe0q “ =π´1ppqe0π
´1pqq
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Proposition 5.27. In jedem sphärischen rechtwinkligen Dreieck mit Hypothenuse c gilt

cosα “ tan b
tan c

Beweis. Wende eine Orthogonaltransformation an, die die Ecke A auf den Nordpol e0
abbildet. Die Projektion π bildet das Dreieck ABC auf ein Dreieck AB1C 1 Ă H. Dabei
gilt

α1 “ α, b1 “ tan b, c1 “ tan c

Außerdem ist das Dreieck AB1C 1 auch rechtwinklig. Deswegen gilt cosα1 “ b1

c1 “
tan b
tan c .
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Kapitel 6

Hyperbolische Geometrie

1 Das Hyperboloid-Modell

1.1 Der Raum und die Gruppe

Definition 6.1. Der Minkowski-Raum Rn,1 ist Rn`1 versehen mit der symmetrischen
Bilinearform

xx, yyn,1 “ ´x0y0 ` x1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn

Die Bilinearform x¨, ¨yn,1 erzeugt die quadratische Form, die Minkowski-Norm ge-
nannt wird:

}v}2 “ xv, vyn,1

Das ist keine Norm im Sinne der Funktionalanalysis, denn }v}2 kann negativ sein (und
deswegen werden wir meistens Quadrat der Norm } ¨ }2, und nicht die Norm selbst
benutzen).

Definition 6.2. Das Hyperboloid-Modell des hyperbolischen Raumes ist

Hn “ tx P Rn,1 | }x}2n,1 “ ´1, x0 ą 0u

Die Projektion Rn,1 Ñ Rn, p1, x̄q ÞÑ x̄ bildet Hn bijektiv auf Rn, deswegen ist der
hyperbolische Raum zu Rn homöomorph.

Beispiel 6.3. Die hyperbolische Ebene ist die obere Schale des zweischaligen Hyperbo-
loids:

H2 “ tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 ´ z2 “ ´1, z ą 0u

Definition 6.4. Die Lorentz-Gruppe ist die Gruppe aller linearen Transformationen,
die das Minkowski-Skalarprodukt erhalten:

Opn, 1q “ tf P GLpn` 1q | xfpvq, fpwqyn,1 “ xv, wyn,1u
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Direkt aus der Definition folgt, dass jede Transformation f P Opn, 1q die Menge

tx P Rn,1 | }x}2n,1 “ ´1u “ Hn Y´Hn

auf sich selbst abbildet. Da Hn und ´Hypn zwei Zusammenhangskomponenten der
“Minkowski-Sphäre” sind, gilt für jede f P Opn, 1q

entweder fpHnq “ Hn, fp´Hnq “ ´Hn oder fpHnq “ ´Hn, fp´Hnq “ Hn

Die Abbildungen mit der ersteren Eigenschaft bilden eine Untergruppe von Opn, 1q:

O`pn, 1q “ tf P Opn, 1q | fpHnq “ Hnu

Aufgabe 6.5. Man zeige

O`pn, 1q – POpn, 1q :“ Opn, 1q{tEn`1,´En`1u

Die Gruppe O`pn, 1q – POpn, 1q wird die positive oder auch projektive Lorentz-
Gruppe genannt.

Proposition 6.6. Die projektive Lorentz-Gruppe wirkt auf Hn treu und transitiv.

Beweis. Wenn ein Element f P O`pn, 1q auf Hn trivial wirkt, dann gilt fpvq “ v für alle
v P Hn. Wählt man linear unabhängige Vektoren v0, . . . , vn P Hn, dann bilden sie eine
Basis von Rn`1, und deswegen folgt aus fpviq “ vi dass fpwq “ w für alle w P Rn`1.

Für die Transitivität genügt es zu zeigen, dass es für jedes v P Hn ein f P O`pn, 1q
mit fpvq “ e0 gibt. Dafür reicht es, eine Basis pv0, v1, . . . , vnq von Rn`1 zu finden mit

v0 “ v, }vi}
2 “ 1 @i ě 1, xvi, vjy “ 0 @i ‰ j

Das Orthogonalkomplement

vK “ tw P Rn`1 | xv, wyn,1 “ 0u

ist ein n-dimensionaler Untervektorraum von Rn`1, und v R vK. Die Einschränkung von
x¨, ¨yn,1 auf vK ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform (nach dem Sylves-
terschen Trägheitsgesetz). Deswegen gibt es eine Orthonormalbasis pv1, . . . , vnq von vK
bezüglich x¨, ¨yn,1.

1.2 Abstandmessung in der hyperbolischen Geometrie

Analog zu der sphärischen Geometrie (siehe Abschnitt 1.1) wollen wir eine Metrik auf
Hn einführen, die unter der Wirkung der projektiven Lorentz-Gruppe erhalten bleibt.

Definition 6.7. Der hyperbolische Abstand zwischen A,B P Hn wird definiert als

distpA,Bq “ arcoshp´xA,Byn,1q (6.1)
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Aufgabe 6.8. Man zeige, dass arcoshp´xA,Byn,1q definiert ist, d. h. xA,Byn,1 ď ´1
für alle A,B P Hn gilt.

Die (6.1) sieht ansprechend aus, da sie anstelle vom arccos in (5.2) den arcosh benutzt,
und der Kosinus soll ja zum Kosinus hyperbolicus werden, wenn wir von der Sphäre zum
Hyperboloid wechseln.

Dass der in (6.1) definierte Abstand die Dreiecksungleichung erfüllt, werden wir spä-
ter beweisen.

Satz 6.9. Die Schnitte von Hn mit zweidimensionalen Untervektorräumen von Rn`1

sind Gëodäten der Metrik (6.1).

Beweis. Seien v0, v1 P Hn. OBdA können wir annehmen, dass spantv0, v1u “ spante0, e1u
ist. Der Schnitt von Hn mit der Ebene durch e0, e1 ist der obere Zweig der Hyperbel

´x2
0 ` x

2
1 “ ´1

Diese Kurve besitzt die Parametrisierung

pt “

ˆ

cosh t
sinh t

˙

(siehe Abschnitt 3.1). Es gilt

xpt, psyn,1 “ ´ cosh t cosh s` sinh t sinh s “ ´ coshpt´ sq

Deswegen arcoshp´xpt, psyn,1q “ |t´ s|. Daraus folgt für r ă s ă t

distppr, psq ` distpps, ptq “ distppr, ptq,

und der Satz ist bewiesen.

1.3 Das Cayley-Klein-Modell

Sei A “ tx P Rn`1 | x0 “ 1u. Die Zentralprojektion auf A mit Zentrum 0

πpxq “
x

x0

bildet Hn bijektiv auf die Einheitskugel in A mit Zentrum in e0.

Definition 6.10. Das Cayley-Klein-Modell des hyperbolischen Raums ist die offene
Einheitskugel

Bn :“ tx P Rn | }x} ă 1u

identifiziert mit Hn durch x ÞÑ π´1p1, xq, wobei π die Zentralprojektion mit Zentrum 0
ist.

Vergleiche das mit der gnomonischen Projektion der Sphäre, Abschnitt 3.3.
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Proposition 6.11. Schnitte von Bn mit Geraden sind Geodäten des hyperbolischen
Raums im Cayley-Klein-Modell.
Beweis. Nach dem Satz 6.9 sind die Schnitte von Hn mit zweidimensionalen Unter-
vektorräumen Geodäten von Hn. Ein zweidimensionaler Untervektorraum schneidet A
entlang einer Geraden. Deswegen ist das Bild einer Geodäten ein Schnitt dieser Geraden
mit Bn.

Beachte, dass der Lichtkegel im Cayley-Klein-Modell zur Randsphäre Sn´1 der Kugel
Bn wird.

1.4 Lorentz-Matrizen

Definition 6.12. Eine Basis pv0, v1, . . . , vnq von Rn`1 heißt Lorentz-orthonormal, wenn

}v0}
2
n,1 “ ´1, }vi}

2
n,1 “ 1, xvi, vjyn,1 “ 0 für i ‰ j

Die Standardbasis e0, e1, . . . , en ist Lorentz-orthonormal.
Beachte, dass die Koordinaten bezüglich einer Lorentz-Orthonormalbasis wie folgt

berechnet werden:

x “ x0v0 ` ¨ ¨ ¨ ` xnvn ô x0 “ ´xx, v0yn,1, xi “ xx, viyn,1 für i ě 1

Der folgende Satz ist dem Satz 2.70 über orthogonale Abbildungen ähnlich.
Satz 6.13. Eine lineare Abbildung f : Rn`1 Ñ Rn`1 ist genau dann Element von Opn, 1q,
wenn eine der folgenden äquivalenten Aussagen gilt:

1. f bildet jede Lorentz-Orthonormalbasis auf Lorentz-Orthonormalbasis;

2. f bildet die Standardbasis auf eine Lorentz-Orthonormalbasis;

3. die Spalten der die Abbildung f darstellenden (bzgl. der Standardbasis) Matrix M
bilden eine Lorentz-Orthonormalbasis;

4. MJJM “ J , wobei J die folgende Diagonalmatrix ist:

J “ diagp´1, 1, . . . , 1q

5. die Zeilen von M bilden eine Lorentz-Orthonormalbasis.
Beweis. Dass f P Opn, 1q ñ 1., folgt direkt aus der Definition von Opn, 1q.

1.ñ 2. ist trivial.
2.ñ 3. weil die Spalten der Matrix M die Bilder der Standardbasisvektoren sind.
Für 3.ô 4. bemerke

xv, wyn,1 “ vJJw (6.2)
Wegen J´1 “ J gilt

MJJM “ J ôM´1 “ JMJJ ôMJMJJ “ En`1 ôMJMJ “ J

Deswegen 4.ô 5.
Schließlich, 3. impliziert M P Opn, 1q wegen (6.2).
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Erinnerung: die Gruppe

POpn, 1q “ Opn, 1q{t˘En`1u – O`pn, 1q “ tf P Opn, 1q | fpHnq “ Hnu

wirkt auf Hn isometrisch. Es kann gezeigt werden (vgl. Satz 2.74), dass jede Isometrie
des hyperbolischen Raums einem linearen Isomorphismus f P POpn, 1q entspricht. Ab
jetzt nennen wir POpn, 1q Isometriegruppe des hyperbolischen Raums.

Proposition 6.14. Für M “ paijq
n
i,j“0 P Opn, 1q gilt M P POpn, 1q genau dann, wenn

a00 ą 0.

Beweis. Die Zahl a00 ist die x0-Koordinate von Me0. Da M P POpn, 1q ô Me0 P Hn,
liegt M in POpn, 1q genau dann, wenn a00 ą 0.

Aus MJJM “ J folgt pdetMq2 “ 1, sodass detM “ ˘1 für M P POpn, 1q. Das
führt zu der Unterscheidung zwischen orientierungserhaltenden Isometrien

PSOpn, 1q “ tM P POpn, 1q | detM “ 1u

und orientierungsumkehrenden.

Beispiel 6.15. Die Matrix diagp1,´1, 1q stellt eine orientierungsumkehrende Isometrie
der hyperbolischen Ebene H2 dar. Diese Isometrie kann man als Spiegelung an der
Geraden x1 “ 0 bezeichnen.

Eine Klassifikation der Isometrien der hyperbolischen Ebene wird später gegeben.

1.5 Untervektorräume vom Minkowski-Raum

Ein Vektor v P Rn,1 heißt

• raumartig, wenn }v}2n,1 ą 0;

• lichtartig, wenn }v}2n,1 “ 0;

• zeitartig, wenn }v}2n,1 ă 0.

Definition 6.16. Ein pk ` 1q-dimensionaler Untervektorraum U Ă Rn,1 heißt

• raumartig, wenn die symmetrische Bilinearform x¨, ¨yn,1 auf U positiv definit ist;

• lichtartig, wenn die symmetrische Bilinearform x¨, ¨yn,1 auf U ausgeartet ist;

• zeitartig, wenn die Einschränkung von x¨, ¨yn,1 auf U Signatur pk, 1q hat.

Mit UK bezeichnen wir das Lorentz-Orthogonalkomplement zu U . Beachte, dass

dimUK “ n` 1´ dimU

unabhängig davon, ob U raum-, zeit- oder lichtartig ist.
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Proposition 6.17. Ist U Ă Rn,1 raum- oder zeitartig, so gilt Rn,1 “ U‘UK. Außerdem
ist UK zeitartig, wenn U raumartig ist, und umgekehrt.

Beweis. Es gilt U X UK “ t0u genau dann, wenn die Einschränkung der Bilinearform
auf U nicht ausgeartet ist. Das ist der Fall, wenn U raum- oder zeitartig ist.

Ist U raum- bzw. zeitartig, so ist UK zeit- bzw. raumartig nach dem Trägheitssatz von
Sylvester, da das Minkowski-Skalarprodukt einen einzigen negativen Eigenwert hat.

Proposition 6.18 (Cauchy-Schwarz-Ungleichungen in Rn,1). Seien v, w P Rn,1.

1. Ist spantv, wu raumartig, so gilt

}v}2n,1}w}
2
n,1 ě xv, wyn,1

mit Gleichung genau dann, wenn v und w kollinear sind.

2. Ist spantv, wu lichtartig, so gilt

}v}2n,1}w}
2
n,1 “ xv, wyn,1

3. Ist spantv, wu zeitartig, so gilt

}v}2n,1}w}
2
n,1 ď xv, wyn,1

mit Gleichung genau dann, wenn v und w kollinear sind.

Beweis. Es gilt
}v}2n,1}w}

2
n,1 ´ xv, wyn,1 “ detGpv, wq

wobei Gpv, wq die Gram-Matrix von v und w bezüglich des Minkowski-Skalarproduktes
ist. Sind v und w linear abhängig, so gilt detGpv, wq “ 0. Seien v und w linear unab-
hängig. Dann ist die Signatur der Gram-Matrix gleich der Signatur der Einschränkung
des Minkowski-Skalarproduktes auf U “ spantv, wu. Die letztere ist p`,`q, p`,´q, oder
p`, 0q, je nachdem ob U raumartig, zeitartig, oder lichtartig ist. Dementsprechend ist
auch die Determinante positiv, negativ, oder Null.

1.6 Diederwinkel im hyperbolischen Raum

Definition 6.19. Eine Hyperebene in Hn ist der Schnitt von Hn mit einem zeitartigen
Untervektorraum von Rn,1 der Dimension n.

Proposition 6.20. Zwei Hyperebenen `1, `2 Ă Hn schneiden sich genau dann, wenn der
Schnitt L1 X L2 der zugehörigen Untervektorräume zeitartig ist.

Beweis. Es ist `i “ Hn X Li, i “ 1, 2. Dann gilt

`1 X `2 “ Hn X pL1 X L2q

Deswegen ist `1 X `2 ‰ H genau dann, wenn L1 X L2 zeitartig ist.
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Ist `1 X `2 “ H, so heißen `1 und `2

• hyperparallel, wenn L1 X L2 raumartig ist;

• parallel oder auch horoparallel, wenn L1 X L2 lichtartig ist.

Im Cayley-Klein-Modell von H2 schneiden sich parallele Geraden in einem Rand-
punkt des Kreises B2, und hyperparallele Geraden schneiden sich außerhalb des Kreises
(oder sind im affinen Sinne parallel).

Das Äußere des Kreises wird uns auch nutzen.

Definition 6.21. Die Menge

dSn “ tx P Rn`1 | }x}2n,1 “ 1u

heißt de Sitter-Raum.

Insbesondere ist dS2 ein einschaliger Hyperboloid.
Im Cayley-Klein-Modell wird der de Sitter-Raum auf das Komplement von Bn pro-

jiziert, dabei werden die Antipoden x und ´x identifiziert.

Definition 6.22. Für jeden Punkt p P dSn heißt die Hyperebene

p˝ :“ tq P Hn | xp, qyn,1 “ 0u “ pK XHn

die Polare von p.

Beachte, dass der Untervektorraum pK nach Proposition 6.17 zeitartig ist und des-
wegen eine Hyperebene definiert.

Umgekehrt, hat jede Hyperebene zwei Pole. Die Pole sind einfach Einheitsnormalen
zum entsprechenden (zeitartigen) Untervektorraum.

Proposition 6.23. Zwei Hyperebenen schneiden sich genau dann, wenn ihre Pole einen
raumartigen Untervektorraum von Rn,1 aufspannen.

Beweis. Seien Li “ pKi , i “ 1, 2 zwei zeitartige Untervektorräume. Die entsprechenden
Hyperebenen in Hn schneiden sich genau dann, wenn L1 X L2 zeitartig ist. Aber wegen

pL1 X L2q
K “ spanpLK1 Y LK2 q “ spantp1, p2u

und nach Proposition 6.17 ist L1XL2 zeitartig genau dann, wenn spantp1, p2u raumartig
ist.

Definieren wir den Halbraum mit der Aussennormalen p:

p˝´ :“ tq P Hn | xp, qyn,1 ď 0u

Die Punkte p und ´p haben dieselbe Polare, sind aber Aussennormalen zu zwei komple-
mentären Halbräumen. Punkte von dSn befinden sich in einer Bijektion zu Halbräumen
von Hn.
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Definition 6.24. Seien h1 und h2 zwei Halbräume von Hn, sodass ihre Randhyperebenen
`1, `2 sich schneiden. Der Diederwinkel α des “Keils” h1 X h2 wird definiert als

α “ π ´ arccosxp1, p2yn,1

Mit anderen Worten ist arccosxp1, p2yn,1 der Außendiederwinkel.
Beachte, dass |xp1, p2yn,1| ă 1 wegen der Proposition 6.18.
Der in Definition 6.24 erklärte Winkel ist invariant unter Isometrien von Hn. Er ist

außerdem “additiv”, da die Normalen zu allen Kodimension 1 Untervektorräumen, die
einen zeitartigen Kodimension 2 Untervektorraum K gemeinsam haben, einen Einheits-
kreis im raumartigen Untervektorraum KK bilden. Die Winkelmass kann als Bogenlänge
auf diesem Kreis interpretiert werden.

Beispiel 6.25. In H2, haben Geodäten durch e0 Pole in der Ebene spante1, e2u. Explizit,
die Geodäte mit der Gleichung ax1 ` bx2 “ 0, a2 ` b2 “ 1, hat Pole p´b, aq und pb,´aq.
Das Minkowski-Skalarprodukt in spante1, e2u ist mit dem euklidischen Skalarprodukt
identisch, deswegen ist die Winkelmass zwischen den Vektoren dieser Ebene die übliche,
euklidische Winkelmass.

Das bedeutet, dass im Cayley-Klein-Modell die hyperbolischen Winkel zwischen den
Geraden durch das Zentrum von B2 gleich den euklidischen Winkeln zwischen diesen
Geraden sind.

2 Geometrie der hyperbolischen Dreiecke

2.1 Hyperbolische Dreiecke und ihre Dualen

Seien A,B,C P H2 drei nicht-kollineare Punkte in der hyperbolischen Ebene.

Definition 6.26. Das zu ABC duale Dreieck hat drei Punkte A1, B1, C 1 P dS2 als Ecken,
die durch

xA,B1y2,1 “ xA,C
1y2,1 “ xB,A

1y2,1 “ xB,C
1y2,1 “ xC,A

1y2,1 “ xC,B
1y2,1 “ 0

xA,A1y2,1 ă 0, xB,B1y2,1 ă 0, xC,C 1y2,1 ă 0

bestimmt sind.

Die letztere Eigenschaft bedeutet, dass A1 und A auf verschiedenen Seiten der Ebene
spantB,Cu Ă R2,1 liegen. Diese Ebene hat nämlich die Gleichung xx,A1y2,1 “ 0; ande-
rerseits gilt xA1, A1yn,1 “ 1, und deswegen haben die Punkte auf der anderen Seite einen
positiven Skalarprodukt mit A1.

Ein ähnliches Argument zeigt, dassA1 undA auf derselben Seite der Ebene spantB1, C 1u
liegen.

Die Orthogonalkomplemente bezüglich des Minkowski-Skalarproduktes sind Pole und
Polaren bezüglich des Lichtkegels. Im Cayley-Klein-Modell wird es zu Polarität bezüglich
des Einheitskreises. Das erklärt die Konstruktion des dualen Dreiecks auf Abb. 6.1.
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Abbildung 6.1: Ein hyperbolisches Dreieck und sein Duales.

Beachte, dass die Gerade A1B1 den Kreis nicht schneidet, weil ihr Pol C im Kreis liegt.
Das entspricht wiederum der Tatsache, dass das Orthogonalkomplement eines zeitartiges
Vektors ein raumartiger Untervektorraum ist.

Auf Abb. 6.1 liegt das Zentrum des Kreises im Inneren des Dreiecks ABC. Das kann
immer durch Anwenden einer Isometrie erreicht werden. Das impliziert auch, dass die
Punkte A1, B1, C 1 im Halbraum tx0 ą 0u enthalten sind.

Die “Seitenlängen” des dualen Dreiecks hängen mit den Winkeln des Dreiecks ABC
zusammen:

xA1, B1y2,1 “ ´ cos γ, xB1, C 1y2,1 “ ´ cosα, xC 1, A1y2,1 “ ´ cosβ

2.2 Das Lorentz-Kreuzprodukt

Definition 6.27. Für v, w P R2,1 setze

v ˆL w :“

¨

˝

´v1w2 ` v1w2
v2w0 ´ v0w2
v0w1 ´ v1w0

˛

‚“ Jpv ˆ wq

Proposition 6.28. Das Lorentz-Kreuzprodukt hat die folgenden Eigenschaften.

1. xu, v ˆL wy2,1 “ detpu, v, wq

2. Für jede f P PSOp2, 1q gilt

fpvq ˆL fpwq “ fpv ˆL wq

3. Sind v, w P H2, so ist v ˆL w raumartig, und es gilt

}v ˆL w}2,1 “ sinh distpv, wq (6.3)
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4. Sind v, w P dS2 mit spantv, wu raumartig, so ist v ˆL w zeitartig, und es gilt

}v ˆL w}
2
2,1 “ ´ sin2 ϕ, (6.4)

wobei ϕ der Winkel zwischen v und w ist.

Beweis. Punkt 1. folgt aus

xu, v ˆL wy2,1 “ uJJpv ˆL wq “ uJJJpv ˆ wq “ xu, v ˆ wy “ detpu, v, wq

Für Punkt 2. vergleiche die Koordinaten beider Seiten bezüglich der Lorentz-Ortho-
normalbasis pfpe0q, fpe1q, fpe2qq:

xfpeiq, fpvq ˆL fpwqy2,1 “ detpfpeiq, fpvq, fpwqq “ detpei, v, wq
xfpeiq, fpv ˆL wqy2,1 “ xei, v ˆL wy2,1 “ detpei, v, wq

Aus 1. folgt xv, v ˆL wy2,1 “ 0. Deswegen ist v ˆL w raumartig, wenn mindestens
einer von v, w zeitartig ist, und zeitartig, wenn spantv, wu raumartig ist.

Sind v und w zeitartig, wenden wir eine hyperbolische Isometrie f an, sodass fpvq “
e0 und fpwq “ e0 cosh t` e1 sinh t. Dann gilt

fpv ˆL wq “ fpvq ˆL fpwq “ sinh tpe0 ˆL e1q “ e2 sinh t

und deswegen }v ˆL w}2,1 “ | sinh t| “ sinh |t| “ sinh distpv, wq.
Analog, wenn spantv, wu raumartig ist, dann wenden wir eine Isometrie f an, für

welche fpvq “ e1 und fpwq “ e1 cosϕ` e2 sinϕ ist, und führen ein ähnliches Argument
durch. Alternativ, kann in diesem Fall das übliche Kreuzprodukt benutzt werden:

}v ˆL w} “ }v ˆ w} “ sinϕ

Bemerkung 6.29. Sowohl die Formel }vˆw} “ }v}}w} sinϕ für das euklidische Kreuz-
produkt als auch die oben bewiesenen Formeln für den Betrag des Lorentz-Kreuzprodukts
kann man aus den Identitäten

}v}2}w}2 ´ xv, wy2 “ }v ˆ w}2

}v}22,1}w}
2
2,1 ´ xv, wy

2
2,1 “ ´}v ˆ w}

2
2,1

Das sind die algebraischen Identitäten

pv2
0 ` v

2
1 ` v

2
2qpw

2
0 ` w

2
1 ` w

2
2q ´ pv0w0 ` v1w1 ` v2w2q

2

“ pv1w2 ´ v2w1q
2 ` pv2w0 ´ v0w2q

2 ` pv0w1 ´ v1w0q
2

beziehungsweise

p´v2
0 ` v

2
1 ` v

2
2qp´w

2
0 ` w

2
1 ` w

2
2q ´ p´v0w0 ` v1w1 ` v2w2q

2

“ pv1w2 ´ v2w1q
2 ´ pv2w0 ´ v0w2q

2 ´ pv0w1 ´ v1w0q
2
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Proposition 6.30. Ist ABC ein hyperbolisches Dreieck mit detpA B Cq ą 0, so gilt für
sein duales de Sitter Dreieck

A1 “ ´
B ˆL C

}B ˆL C}
, B1 “ ´

C ˆL A

}C ˆL A}
, C 1 “ ´

AˆL B

}AˆL B}

A “ ´
B1 ˆL C

1

}B1 ˆL C 1}
, B “ ´

C 1 ˆL A
1

}C 1 ˆL A1}
, C “ ´

A1 ˆL B
1

}A1 ˆL B1}

Für zeitartige Vektoren wird hier }v} “
b

´xv, vy2n,1 gesetzt.

Beweis. Der Vektor B ˆL C ist orthogonal zu B und C nach Punkt 1. der Proposition
6.28. Deswegen gilt A1 “ ˘ BˆLC

}BˆLC}
. Die Wahl des Vorzeichens in der ersten Formel folgt

aus xA,A1y2,1 ă 0.
Die anderen Formeln werden analog bewiesen.

2.3 Sinus- und Kosinussätze für hyperbolische Dreiecke

Satz 6.31 (Sinussatz für hyperbolische Dreiecke). In jedem hyperbolischen Dreieck ABC
gilt

sinh a
sinα “

sinh b
sin β “

sinh c
sin γ

Beweis. Es gilt

xA,A1y2,1 “ ´
xA,B ˆL Cy2,1
}B ˆL C}

“ ´
detpA,B,Cq

sinh a (6.5)

und andererseits

xA,A1y2,1 “ ´
xA1, B1 ˆL C

1y2,1
}B1 ˆL C 1}

“ ´
detpA1, B1, C 1q

sinα

Folglich
detpA,B,Cq

sinh a “
detpA1, B1, C 1q

sinα ñ
sinh a
sinα “

detpA,B,Cq
detpA1, B1, C 1q

Analog wird gezeigt
sinh b
sin β “

detpA,B,Cq
detpA1, B1, C 1q “

sinh c
sin γ

und der Satz folgt.

Satz 6.32 (Kosinussätze für hyperbolische Dreiecke). In jedem hyperbolischen Dreieck
ABC gilt

cosh c “ cosh a cosh b´ sinh a sinh b cos γ (6.6)

und
cos γ “ ´ cosα cosβ ` sinα sin β cosh c
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Beweis. Betrachten wir 3ˆ 3-Matrizen

V “ pA B Cq, W “ pA1 B1 C 1q

und die entsprechenden Gram-Matrizen

G :“ V JJV “

¨

˝

´1 ´ cosh c ´ cosh b
´ cosh c ´1 ´ cosh a
´ cosh b ´ cosh a ´1

˛

‚

G1 :“WJJW “

¨

˝

1 ´ cos γ ´ cosβ
´ cos γ 1 ´ cosα
´ cosβ ´ cosα 1

˛

‚

Die Matrizen V und W sind “fast” invers zueinander:

V JJW “

¨

˝

xA,A1y2,1 0 0
0 xB,B1y2,1 0
0 0 xC,C 1y2,1

˛

‚“: D

Daraus folgt W “ JpV Jq´1D sowie WJ “ DV ´1J , also

G1 “ pDV ´1JqJpJpV Jq´1Dq “ DpV ´1JpV Jq´1qD “ DG´1D (6.7)

Um die Einträge in den Matrizen G1 und DG´1D zu vergleichen, berechnen wir

G´1 “
1

detG

¨

˝

´ sinh2 a ´ cosh c` cosh a cosh b ´ cosh b` cosh a cosh c
´ cosh c` cosh a cosh b ´ sinh2 b ´ cosh a` cosh b cosh c
´ cosh b` cosh a cosh c ´ cosh a` cosh b cosh c ´ sinh2 c

˛

‚

Dann folgt aus detG “ ´pdetV q2 und aus (6.5) und (6.7)

´ cos γ “ cosh c´ cosh a cosh b
sinh a sinh b

und daraus der erste Kosinussatz.
Der zweite Kosinussatz folgt analog aus G “ DpG1q´1D.

Der hyperbolische Kosinussatz kann als der Kosinussatz auf der Sphäre vom imagi-
nären Radius

?
´1 interpretiert werden. Und zwar, wird in die Formel (5.10) κ “ ´1

eingesetzt, so verwandelt sie sich in (6.6) unter Berücksichtigung von

cos ix “ cosh x, sin ix “ i sinh x

Das deutet darauf hin, dass der hyperbolische Raum Krümmung ´1 haben soll. Ein
weiteres Indiz dafür ist die Formel für die Fläche eines Dreiecks. Auf der Sphäre vom
Radius R lautet sie nämlich

AreaSRpα, β, γq “ R2pα` β ` γ ´ πq
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Wird H2 wie oben als Sphäre vom Radius
?
´1 interpretiert, so soll die Fläche eines

hyperbolischen Dreiecks nach

AreaHpα, β, γq “ π ´ α´ β ´ γ

berechnet werden. Das ist in der Tat der Fall, wie wir später beweisen werden.
Diese Überlegungen stellen keine mathematische Aussagen dar, da wir weder die

Sphäre vom Radius
?
´1 noch den allgemeinen Begriff der Krümmung definiert haben.
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