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1. Euklidische Geometrie

(a) Affine Rdume
i. Definition: Ein affiner Raum besteht aus einer Menge A # (), einem R-Vektorraum V und einer Abb. Ax A — V
,(a,b) = ab mit
fiir a,b, c € A gilt ab+ bc = a¢ (“Dreiecksregel”)
fiir a € A,v € V gibt es genau ein b € A mit ab=v
ii. Definition: Die Dimension von A ist gegeben durch durch die Dimension des VR.
iii. Definition: ag,...,a, € A. Dann ist {ao, ..., a,} int allgemeiner lage (spannen A auf | n-Bein) falls {agas, ..., agln, }
Basis sind von V
(b) Affine Unterrdume

i. Definition: Sei a € A,W C V UVR. Dann ist a+ W = {a + w,w € W} C A ein affiner Unterraum (“Teilraum”)
mit ab = w.
ii. Satz: Affine Unterraum sind affine Raume.
iii. Definition: Sei ag, ..., a,, € A. Dann heifit {ao, ..., a, } linear unabhéngig falls {aga, ..., ap@, } linear unabhéngig
iv. Satz: Definition 2.3 ist unabhéngig des gewéhlten Punktes.
v. Definition: Seien a,b € A, sei W UVR von V. Dann ist a + W = {a + w, w € W}ein affiner Unterraum von A.
vi. dim W = dim (a + W) = 1, dann heift a+W Gerade
vil. dim W = dim (a + W) = 2, dann heift a+W Ebene
viii. Satz: Sei B C A affiner Unterraum, dann ist der dazugehorige, UVR W C V eindeutig.
ix. Definition: 2 Unterrdume B; = by + W7 und By = by + W5 heifien parallel falls Wy = Ws.
heiflen schwach parallel falls W7 = W5 echt ineinander enthalten sind, also W7, C Wy vV W7 D Wy .

(c) Baryzentrische Koordinaten

i. Definition: Seien ag, ..., a, € A, Ao, ..., \p, € Rmit > \; =1. Dannist a = >  Nja; =b+>_ \iba; € A wobei b € A
i=0 i=0
beliebig. Die Ausdriicke Agag, ..., \pa, heiffen Punktmassen, der Punkt a € A Baryzentrum der Punktmassen.
Falls {ag, ..., a, } in allgemeiner Lage so heiffen (A, ..., A,) baryzentrische Koordinaten von a.

ii. Satz: Definition ¢)(i) ist unabhéngig von b.
iii. Satz von Ceva: Das Produkt der drei Seitenschnittverhaltnisse durch einen Punkt im Inneren eines Dreiecks ist
1. Dann gilt 4+ - 42 - 32 =1
(d) Konvexe Hiille

|_|
i. Definition: Sei X C A. Dann heist X konvex falls fiir a,b € X auch ab C X gilt.

Bemerkung: Der Schnitt einer bel. Familie von konvexen Mengen ist konvex.

(e) Einbettung in Hohe 1

~ —
i. Definition: Sei (A,V) n-dim affiner Raum und b € A. Dann ist A — V (a — ba). Weiterhin sei {ey, ..., e, } Basis
von V. Dann ist A = V = R". Die Einbettung von A in Hohe 1 ist nun gegeben durch V =2 {0} x R* C R"*!
(A= {1} xR" CR")
(f) Affine Abbildungen

i. Definition: (A, V), (B, W) affine Rdume. Eine affine Abb. f = (f,¢) bestehend aus einer Abb. f : A — B und
einer linearen Abb. ¢ : V. — W so dass fiir alle a,b € A, f(a)f(b; = gp(%).
ii. Proposition: Seien (f, ¢), (g, ¢) affine Abb. bzgl lin. Abb. ¢. Dann ist f (a) = g (a) + ao-

iii. Hauptsatz affine Geometrie:
Satz: A = (A, V), B = (B, W) affine Raume, {aq, ...,an}, {bo, ..., b, } n-Beine. Dann existiert eine eindeutige affine
Abb. f = (f, ) mit f(a;) =b; fir alle i.
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iv. Definition: (A4,V) affiner Raum, (By, W1), (Bg, W2) affine Unterrdume. Dann heiffen By und By komplementir
falls
WinWws, = {0}
<WiuWy >=V
v. Proposition: Seien By, By komplementér. Dann ist |B; N By =1
vi. Definition: B, By komplementidr UR von A. Seien B, fiir a € A der zu By parallele Unterraum von A, der durch
a geht. Die Projektion 7p, g, : A — By gegeben durch 7p, s, : a — b wobei B, N B, = {b}.
vii. Proposition: Sei wp, g, Projektion entlang By auf B;. Dann 7g,p,(a) = a < a € By.
viii. Satz: Projetionen sind affine Abbildungen.

(g) Volumina und Parallelotope

i. Definition: Sei A affiner Raum mit n-Bein {ay, ..., a,, }. Dann ist das dazugehdrige Parallelotop p = {ag + Y Ajaga; : 0 < A
Das Volumen von p ist vol p = |det {agai, ..., apar, }
ii. Proposition: Das Volumen ist wohl-definiert.

ili. Satz: Seien zwei n-Beine {ayo,...,a,} und {ag,...,a,} gegeben und seien p,p’ die dazugehdrigen Parallelotope.
Dann gibt es eine affine Abbildung: f: A — A mit f (p) = p’ und vol p’ = | det p|vol p
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2. Synthetische Geometrie

(a) Hilbert Axiome:

i. Definition: (Inzidenzaxiome) Eine Menge (Punkte) zusammen mit einer Menge von Teilmengen (Geraden) heifit

Inzidenzgeometrie falls:
(I1) Fiir zwei verschiedene Punkte gibt es eine eindeutige Gerade, die beide Punkte enthélt
(I12) Jede Gerade enthélt mindestens 2 Punkte
(I3) Es existieren 3 Punkte, die nicht in einer gemeinsammen Geraden liegen

ii. Proposition: Zwei verschiedene Geraden gehen durch hochstens einen gemeinsammen Punkt.

iii. Definition: Zwei Geraden n,]l heiffen parallel falls:
A m=lI
B. m N1 # (. Wir schreiben dann m ||

iv. Definition: Eine Inzidenzgeometrie erfiillt das Parallelititsaxiom falls (P) A € P,l € G. Dann existiert hochstens
eine Gerade m € G mit A€ m, m || [

v. Definition: Seien (P;,G1) und (Ps, G3) Modelle. Dann heiffen diese isomorph, falls es eine Bijektion ¢ : P— Py
gibt mit Go = ¢ (G1) : {{p(A),A€l}: 1€ G}

vi. Proposition: Jede Inzidenzgeometrie auf 3 Punkten ist Isomorph zu jeder anderen Inzidenzgeometrie auf 3 Punk-
ten.

vii. Definition: Seien X,Y,...,Z Axiome. Dann heifit X unabh. von Y,...,Z falls es ein Modell gibt, in dem Y,...,Z gelten
aber X nicht.

(b) Anordnungsaxiome

i. Definition: Sei (P, G) Inzidenzgeometrie und sei A C P?. Fiir (A4, B,C) € A sagen wir B liegt zwischen A und C
und schreiben A « B x C. A (oder kurz *) ist eine Anordnung von (P,G) falls:
(A1) Falls A« B x C, dann sind A,B,C verschieden und C * B x A
(A2) Fiir zwei verschiedene Punkte A, B € P gibt es C € P mit Ax B+ C
(A3) Fiir 3 verschiedene Punkte auf einer Geraden liegt genau einer zwischen den Anderen
(A4) A,B,C nicht kolliniar, [ € G mit A, B,C ¢ [. Falls D € [ fiir A D x B. Dann muf§ 1 ebenfalls E enthalten,
so dass A E * C oder B * E x C (exklosiv oder)

—
ii. Definition: Seien A B,C nicht kollineare Punkte. Dann heifft AB = {A, B} U {C : A+ C x B} Strecke mit den
— — —
Endtpunkten A und B. AUferdem heifit A (A, B,C) =AB UAC UBC . Dreieck mit Ecken A,B,C und Seiten
AB, AC, BC.
iii. Satz: Ebenen Zerlegung: Sei | € G. Dann gibt es P\l = 57 U Sy, so dass:
—
A, B ¢ 1 liegn in der gl. Menge genau dann wenn AB NI = ()
iv. Korollar (Geraden Zerlegung): Sei | Gerade und A € I. Dann ex. Zerlegung I\ {A} = S; U Sy mit B,C gehoren zur

gleichen Menge falls A ¢ BC
v. Definition: Sei A,B,C nicht kollinar. Der Strahl AB mit Ursprung A ist: AB — {A}U{C : Cund B sind auf der selben Seit

vi. Definition: Winkel Z(ABC) mit Scheitelpunkt B ist Z(ABC) = BAU BC
vii. Definition: Das Innere des Dreiecks A(ABC) ist der Schnitt der drei Halbebenen.
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viii.

ix.

X.

Definition: Das Innere des Winkels Z(ABC) = {D : Dund A auf selber Seite von ?C}U{D : Dund C auf selber Seite de
Satz: (Kreuzschnitt) Sei A (BAC) ein Dreieck und D im Inneren des Winkels Z (ABC). Dann ist BC N AD # 0

LB

Satz: Die Kartesische Ebene erfiillt (A1) — (A4)

(c) Kongruenzaussagen fiir Strecken

i

ii.

iii.

iv.

vi.

vili.

viii.

ix.

— —

Definition: Eine Relation auf Strecken, geschrieben AB =2CD heist Kongruenz von Strecken falls:
|_|

(K1) Fiir Strecke ab und einen Strahl r mit Ursprung C existiert ein eind. Punkt D auf r mit AB = CD
(K2) AB2 AB,ABXCDANABX~FEF = CD>EF

(K3) Fiir Punkte Ax B+ C, Dx E* F mit AB~ DEANBC >~ EF = AC = DF

Proposition: Kongruenz ist Aquivalenzrelation

— —
Definition: Ein Punkt C' € AB heifst Mittelpunkt von AB falls AC = CB

Proposition: Eine Strecke hat hichstens einen Mittelpunkt.

Definition: Seien O # A Punkte. Der Kreis mit Mittelpunkt O ist gegeben durch: S (O, A) ={B: OB 2 0OA}
— — —

Definition: Seien AB ,CD gegeben, sei E der eind. Punkt auf v = fB—le mit CD = BE. Dann schreiben wir AE
— —

=AB +CD

Proposition: AB = A’B’,CD = C’D’. Dann ist auch AB+CD = A'B' + C'D’

Proposition: Seien A x B x C, seien E,F auf Strahl I mit Ursprung D. Falls AB = DE, AC = DF dann gilt auch
DxExF

BC = EF. (Wir schreiben BC = AC — AB)
— — — —
Definition: Seien Strecken AB und CD gegeben. Dann ist AB <CD falls ein F in CD existiert, so dass

AB=CF,C*xF=xD

Satz: Die Kleiner Relation ist:

(a)kompatibel mit Kongruenz

(b)bleibt bei Addition erhalten

(c)ist eine totale Ordnung auf Kongruenzklassen

(d) Kongruenzaussagen fiir Winkel

i

ii.
iii.

iv.

Definition: Eine Relation auf Winkeln, geschrieben ZABC = ZDEF heifst kongruenz (von Winkeln) falls

(K4) Fiir ZABC und Strahl ED existiert ein eindeutiger Strahl EF auf gegebenr seite von ED mit / (ABC) =
Z(DEF)

(K5) Fiir Winkel o, 8,y gilt: a X aund a = fAa=vy= 2«

(K6) Gegeben A (ABC),A(DEF) mit AB = DE, AC = DF,/(BAC) = Z(DEF) kongruent, d.h. BC' =
EF,/(ABC) = /(DEF),/(ACB) = / (DFE)

Proposition: Kongruenz von Winkeln ist eine Aquivalenzrelation

Definition: Sei Z (ABC) Winkel und D im Inneren dann Schreiben wir £ (ABC) = £ (ABD) + £ (DBC)

Definition: Sei Z (ABC) Winkel und sei D € —B_(,z'\ {B}. Dann heiften £ (ABC) und Z (ABD) Supplemtér
Proposition: Seien Z/ (BAC) , Z (BAD)und £ (B'A'C"), £ (B'A’D’) jeweils supplementir. Falls Z (BAC) = £ (B'A'C").
So gilt auch £ (BAD) = £ (B'A'D")
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vi.

vii.

viii.

ix.

xi.

Xii.

Korolar: Seien zwei verschiedene Strahlen 1@,@ und seien B’ € fﬁ\ {A} und ,C’ € 71@\ {A}. Dann ist
Z(BAC) = £ (B'AC"). Solche Winke heiffen Scheitelwinkel

Proposition: Seien £/ (BAC) = £ (B’A’C"). D im Inneren von Z (BAC). Dann ex. D’ im Inneren von Z (B’ A’C”)mit
Z(BAD) >~ Z(B'A'D') und £ (CAD) = £ (C'A'D’)

Definition: Seien £ (ABC),Z(DEF) Winkel. Dann ist £ (ABC) < Z(DEF) falls ein Punkt P im inneren von
Z(DEF) ex. mit Z(ABC) = Z(DEP)

Satz: Die kleiner Relation von Winkeln ist:

(a) komiiatibel mit der Kongruenz

(b) ist eine Totale Ordnung auf Kongruenzklassen von Winkeln

Definition: Ein Rechter Winkel ist ein Winkel, der zu einem (und daher zu allen) seiner Supplementérwinkel
kongruent ist.

Proposition: Je zwei rechte Winkel sind Kongruent

Proposition: Gegeben / (BAC) mit D im Inneren. Weiterhin sei £/ (D’A'C") =2 £/ (DAC), £ (D'A'B') = /(DAB)
und die Strahlen A’B’ und A’C" auf verschiednene Seiten von A’D’. Dann ist A’B" U A’C" Winkel £ (B'A'C")

Z (BAC)mit D’ im Inneren. Summe kongruenter Winkel sind Kongruent

(e) Hilbertebene

i

ii.
iii.

iv.

vi.
vii.

viii.

ix.

Ein Modell mit Anordnung, Kongruenz von Strecken und Winkel heifit Hilbertebene falls (1) — (13),(Al) —
(A4), (K1) — (K6) gelten.

Definition: Ein Dreieck mit zwei kongr. Seiten heifit gleichschenklig

Satz: Die eingeschlossenen Winkel in einem gleichsch. A sind Kongr.

Satz: (SSS Kriterium) Zwei Dreiecke A (ABC), A (A’B'C") mit:

AB= A'B’

AC = A'CY

BC = B'C sind Kongruent, d.h. Z(ABC) = £ (A’B'C’) usw.

Satz: (Existens von Gleichschenklichen Dreiecken) Seien A # B gegeben. Dann existiert C mit A (ABC) ist
gleichschenklig

Satz: (Aukenwinkelsatz): In einem Dreieck ist ein Aufenwinkel grofer als beide gegeniiberliegenden Innenwinkel
Proposition: Seien Ay, ..., A,, Punkte. Dann ex. Gerade 1 fiir alle Punkte Ay, ..., A,, auf der gleichen Seite liegen

Definition: Sei /(ABC) gegeben. Dann ist die Winkelhabierende die Gerade (bzw. Strahl) BX (ﬁ) mit

Z(ABX) = Z(XBC) und X im Inneren von £ (ABC)

Definition: Zwei Geraden stehen senkrecht auf einander falls diese nicht Parallel sind und auch die eingeschlossenen
Winkel rechte Winkel sind.

(f) Hilbert Werkzeuge

i

Definition: Wir haben folgende Konstruktionen:

Existenz einer Gerade durch 2 gegebene Punkte (,,Lineal”,(I1))
Das Abtragen von Strecken (,,Zirkel”,(K1))

Das Abtragen von Winkeln (,Verschraubte Lineale”, (K4))
Diese heifsen Hilbert Werkzeuge

(g) Schnitte von Geraden und Kreisen

i
ii.

iii.

iv.

—
Definition: Sei O # A. Der Kreis mit Mittelpunkt O und Radius OA ist S(O,A) ={B: 0B = OA}

Proposition: Der Mittelpunkt eines Kreises ist eindeutig.
—
Definition: Sei I' ein Kreis mit Mittelpunkt O und Radius OA . Dann ist das Innere von I'" gegeben durch

{B:0B < OA} und das Aufere durch {B: OB > OA}.
Definition: Eine Gerade | heift Tangente von T falls T'NJ| =1
Definition: Zwei Kreise T',T” heifien Tangenzial falls [T NT’| =1
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vi

vii.
viii.

ixX.

xi.

xii.

xiii.

xiv.

. Satz: (Stufenwinkel)_S>eien 11,12, g verschiedene Geraden mit I3 }f g,ls }f g. Sei Py, P> die Schnittpunkte von g mit
l111nd_>12. \Merhin I, 1o c@)trahlen auf /; und Il mit Urpsrung Py, P, auf der gleichen Seite von g. Schlieflich
a=1 UPP,,8=1oU—-P,P.Dannist l; |l & a=pj

Korollar: Sei A (ABC') gegeben und seien a und S die Innenwinkel in A und B. Dann gilt a < 8 < BC < AC
Korollar: Sei I Gerade und I" Kreis, so dass [[NT'| > 1. Dann ist [[NT] =2

Satz: Sei g die Senkrechte auf OA in A. Dann steht g Tangential auf S (O, A) und g\ {A} liegt aukerhalb des
Kreises. Umgekehrt gilt: Ist eine Gerade tangente an S (O, A) mit Schnittpunkt B, dann steht diese Senkracht auf
OB. Insbesondere gibt es fiir es fiir jeden Punkt B auf S (O, A) eine eindeutige Tangente.

Korollar: Sei | eine Gerade, die den Kreis I" nicht tangential schneidet. Dann gibt es genau zwei Schnittpunkte.

Proposition: Seien O,0’, A drei verschiedene Kollineare Punkte. Dann sind die Kreise S (O, A) und S(O, A")
Tangential.
Umgekehrt gilt, sind zwei Kreise I', T tangential am Punkt A, so sind ihre MP O, O’ und A Kollinear.

Definition: (Kreis-Kreis-Schnitt) Eine Hilbertebene hat K-K-S-Eigenschaft falls gilt:
(E) Seien I, T’ Kreise, so dass I je einen Punkt im inneren und im Auferen von I'" enthilt. Dann gilt T N T’ # ()

Proposition: (Kreis-Geraden-Schnitt) Sei [ Gerade in Hilberebene mit (E) ud sei I" Kreis, so dass | das Innere von
I' schneidet. Dann ist [N T #

Proposition: Das Aufsere eines Kreises ist Streckenzusammenhéngend.
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