Geometrie

Martin Aigner
- Freie Universitét Berlin
Fachbereich Mathematik und Informatik

Sommersemester 1978



Einleitung Mit unserer geometrischen Anschauung verbinden wir vielerlei
Begriffe wie Verbinden und Schneiden , Parallelitit, Projizieren, Anordnen,
Messen, Strecke, Winkel, Inhalt, Fliche. Ausgehend von den einfachsten
Axiomen des Verbindens und Schneidens wollen wir unseren Anschauungs-
raum Schritt fiir Schritt zusammensetzen. Auf jeder Stufe fragen wir, in
wieweit der zugrundeliegende Koordinatisierungsbereich schon bestimmt ist
und wie die Menge der strukturerhaltenden Abbildungen beschaffen ist. Den

AbschluB bilden zwei Kapitel iiber unseren Anschauungsraum R3.

Die Vorlesung folgt dem Hilbert’schen Aufbau des Axiomensystems und will
ihnlich wie die Biicher von Coxeter oder Hilbert-Cohn-Vossen Geometrie
als gesamtes ndherbringen. An Voraussetzungen werden Grundkenntnisse in

Algebra und Topologie benotigt.

Neben den erwahnten Biichern

Coxeter, Introduction to Geometry, 1961,

Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Teubner, 1899,
Hilbert-Cohn-Vossen, Geometry and the Imagination, Chelsea, 1952

seien empfohlen:
Kapitel 1 : Crapo-Rota, Combinatorical Geometries, MIT Press, 1970

2,3 : Artin, Geometric Algebra, Interscience, 1957
4,5 : Lenz, Grundlagen der Elementarmathematik, DVW, 1975
6 : Griinbaum, Convex Polytopes, Interscience 1967

7 : Ringel, Map Color Theorem, Springer, 1974
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1 Inzidenzgeometrie

Grundlage fiir alles weitere ist die folgende

Definition. Es sei P eine nichtleere Menge und G C 2P, £ C 2% zwei
nichtleere Familien von Untermengen von P. Das Tripel G = (P, G, &) heifit

ein Inzidenzraum, wenn die folgenden 3 Axiome erfiillt sind:

I1 i) VP#Q€eP:3igeGmit{P,Q} Cg.
i) geg=lg/=>2

1.2 i) VP,Q,R € P nicht auf einem g € G : J1a € £ mit {P, Q, R} Ca.
ii) o € £ = « enthilt 3 Punkte, welche auf keinem g € G liegen.

I3 YP£QePacf:{P,Q} Ca= PQ C a, wobei PQ die nach L1 i)
bestimmte G-Menge ist, welche P, @ enthélt.

Q R

Abbildung 1: Axiom L1 : Abbildung 2: Axiom 1.2

Abbildung 3: Axiom 1.3

Einige Bezeichnungen: Die Elemente aus P heiflen Punkte, die Mengen aus
G Geraden, die Mengen aus £ Ebenen. Punkte werden mit P, Q,R,..., Ge-
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raden mit g, h,k,... und Ebenen mit «, 3,7, ... bezeichnet. P,Q, R hei-
Ben kollinear, falls {P,Q,R} C g € G; P,Q,R,S heiflen komplanar, falls
{P,Q,R,S} C a € £. Die von zwei verschiedenen Punkten P # @ be-
stimmte Gerade wird mit PQ bezeichnet; die von 3 nichtkollinearen Punkten
P,Q, R bestimmte Ebene wird mit PQR bezeichnet. Unter einem Dreieck

verstehen wir 3 nichtkollineare Punkte.

Einige einfachste Folgerungen aus den Axiomen.

Satz 1.1
(i) Seien g # h € G. Dann ist |gNh| =0 oder 1.
(ii) Seien g € G,a € €,9 € a. Dann ist |gNa| =0 oder 1.
(i43) Pe P,g € G, P ¢ g. Dann ezistiert genau eine Ebene o mit PUg C a.

(i) Seien g # h € G,|g N h| = 1. Dann ezistiert genau eine Ebene a mit
gUhC a: '

Beweis. (i) folgt aus L1, (ii) aus 1.3. Sei P ¢ g,Q # R € g. Dann sind
P, Q, R nicht kollinear, also existiert ein o € £ mit {P, @, R} aufgrund von
1.2 i) und « ist eindeutig bestimmt. (iv) folgt ebenfalls aus 1.2 i). o

Definition. U C P heift Unterraum, falls U mit je zwei Punkten die
ganze Gerade durch diese Punkte und mit je drei nichtkollinearen Punkten

die ganze Ebene durch diese Punkte enthélt.

Offenbar sind &, die Punkte, die Geraden und die Ebenen (nach 1.3) und
ganz P Unterrdume. Falls U nicht ganz in einer Geraden liegt, geniigt es
natiirlich, nur die Bedingung beziiglich der Ebenen zu fordern.



Satz 1.2
(i) Der Durchschnitt von Unterrdumen ist ein Unterraum.

| (ii) Jede Menge A C P ist in einem kleinsten Unterraum A enthalten,
nimlich A = Nicr Ui, Ui 2 A Unterraum.

(i1i) Die Abbildung A — A ist ein Abschluf, d.h. es gilt fir alle A,B C P :

(a) ACA

(b)) ACB=ACB
(c) A=74

(d) ZzUBgA,]BKooB_'

Beweis. (i) folgt direkt aus der Definition und (ii) und die Abschlufei-
genschaften in (iii) aus (i). Zum Nachweis, dai A — A finitdr ist, ist
zu zeigen, dal C = UBgA,|B|<wF Unterraum ist. Sind P # Q € C,
P € B;, Q € B, so gilt {P,Q} € B1UB,, somit PQ C B; U B, und
da | By U By| < oo, folgt By U By C A, also PQ C C. Analog schlieffit man
{P,Q,R}CC=PQRCC. O

Offensichtlich ist der Abschluff zweier Punkte P # @ genau die Gerade PQ,
also stimmen die Bezeichnungen iiberein; analog fiir die Ebene PQR durch

drei nichtkollineare Punkte. Als Folgerung haben wir:

Satz 1.3 Die Unterrdume eines Inzidenzraumes G bilden einen vollstindi-
gen Verband L(G), wobei fir A, B € L(G) gilt:

ANB=ANB

AVB=AUB.
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Definition. Sei A C P. Der Unterraum A heifit der von A erzeugte oder
aufgespannte Unterraum und A ein Erzeugendensystem von A. A heifit un-
abhéngig, falls P ¢ A — P fiir alle P € A, andernfalls abhdngig. P € P heifit
abhingig von A C P, falls P € A. Eine Basis eines Unterraums ist eine

unabhéngige Teilmenge, die den Unterraum aufspannt.

7.B. sind also je zwei verschiedene Punkte P, @ eine Basis der Geraden PQ
und je drei nichtkollineare Punkte P, @, R eine Basis der Ebene PQR.

Wir nehmen nun ein weiteres Axiom hinzu:

Definition. Ein Inzidenzraum G = (P, G,C) heiit planar, falls

14 Va,B€e&:aUBC PQRS = lanp| # 1.

Abbildung 4: Axiom 1.4

Das heifit: Liegen zwei Ebenen im Erzeugnis von 4 Punkten, so sind sie
disjunkt oder sie schneiden sich in mindestens 2 Punkten und damit in einer

Geraden (nach 1.3).



Beispiele.

= {0,1,...,6},
= {01,02,...,06,123456},
= {P}.

P = {1,...,7},

5 ¢ = {123,156,147,246,257, 345, 367},
E = {P}.
(Fano-Ebene)

1
S

= {1,...,8},

{12,13,...,78},

= {1234,5678, 1256, 3478, 1458, 2367, 1278,
3456, 1357, 2468, 1467, 2358, 1368, 2457}.

MmQ
Il

In einem planaren Inzidenzraum lassen sich die Unterrdume mittels der Ebe-

nen beschreiben (daher der Name planar).

Satz 1.4 Sei G ein planarer Inzidenzraum, A CP und P € A. A ist genau
dann Unterraum, wenn PQR C A fiir alle Paare {Q, R} C A.

Beweis. Nur eine Richtung ist zu zeigen. A enthilt sicherlich durch je 2
Punkte die Gerade. Seien X,Y, Z € A nichtkollinear; zu zeigen ist XY Z C
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A, wobei wir annehmen kénnen P # X,Y, Z.

"Falli) P € XYZ. Dann gilt 0.B.d.A. PXY = XY Z, also nach Vorausset-
zung XY Z C A.

Fall ii) P ¢ XYZ. Angenommen, XYZ ¢ A

und Q € XYZ — A. Die Ebenen PXY und

PZQ liegen in dem Erzeugnis der 4 Punkte S
_)—(ﬁZ, P_.Na,ch Axiom 1.4 folgt, da PXY N Q

PZ@Q = PS, X P

wobei S € PS C PXY C A, also S € A.S ¢ PZ, da ansonsten z €
PS C PXY, also P € XY Z. Somit haben wir PZQ = PZS C A (nach
Voraussetzung iiber A), also @ € A, Widerspruch. i

Satz 1.5 Sei G planarer Inzidenzraum, A und B Unterrdume und P € AN
B. Dann st

AvB= |} PXY.
XeA,YeB

Beweis. Sei C = |Uxcayep PXY. Wir miissen zeigen, dal C' ein Unter-
raum ist, d.h. daf aus {R,S} C C folgt PRS C C. Sei also T € PRS,
R e PX,Y,, S € PX,Y, mit {X1,Xp} C 4, {1, Y2} C B.

Falli) Re A. Ist S € A,soT € PRSCACC;ist Se B,soT €
PRS C C. Also konnen wir S ¢ AU B annehmen. Ist X, € PR, so gilt
S € PX,Y, C PRY,, also T € PRS C PRY; C C. Ist T € PYj, so ist
T € B C C. Also kénnen wir annehmen, da PRX, und PTY; Ebenen sind.
Aus Axiom 1.4 folgt die Existenz von P’ # P mit PP’ C PRX,NPTY; C A.
Falls Y, € PP, so haben wir S € PX,Y, C PP'X, C A, im Widerspruch
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zur Annahme. Also ist PP'Y, eine Ebene und somit PP'Y, = P1Y,, d.h.
T € PP'Y, C C. Die Fille R € B oder S € AU B werden analog erledigt.

Fall ii) R,S ¢ AUB. PRX; ist dann eine Ebene, ebenso PTY,. Wiederum
existiert P' # P mit PP’ C PRX, N PTY,. Falls Y; € PP’ so haben wir
Y € PRX,, also R € PX,Y,, somit T € PRS C PX,Y, C C. Wir kénnen
also annehmen, da PP'Y; eine Ebene und somit PTY; = PP'Y, ist. Da
P' € PRX, C C (nach Falli)), folgt T € PP'Y; C C wiederum nach Falli).O

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun als wichtigste Folgerung der Axio-
me 1.1 bis 1.4 die Existenz von Basen und ihre Gleichméchtigkeit nachweisen.

Zunéchst ein

Hilfssatz. Sei B C P unabhiingig und Q ¢ B. Dann ist BU {Q} genau
dann unabhingig, wenn Q ¢ B.

Die Notwendigkeit ist klar. Sei nun @ ¢ B. Wir miissen nachweisen, daf
R ¢ (B—R)UQ fiir alle R € B. Falls B = {R} ist, sind wir fertig. Sei
nun P € B — {R}. Nach Satz 1.5 haben wir (B—~R)UQ = B—RYV
PQ = Uy g—PXQ. Wire R € PXQ fiir ein X € B — R, so hitten wir
Q € PRX C B, Widerspruch. O

Satz 1.6 Sei G ein planarer Inzidenzraum. Jeder Unterraum besitzt eine

Basis und je zwei Basen haben die gleiche Mdchtigkeit.

Beweis. Die Behauptung ist klar fiir @, Punkte, Geraden und Ebenen. Sei
A ein Unterraum. Eine Basis von A, wenn sie existiert, muf} natiirlich eine
maximal unabhingige Untermenge von A sein. Die Existenz maximal un-

abhingiger Untermengen weist man wie iiblich mittels des Zorn’schen Lem-
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mas nach. Dazu sei £ das System aller unabhéngigen Teilmengen in A, ge-
ordnet durch Inklusion. Jede Kette X = {B; : i € I} hat eine obere Schranke
in £ , némlich J;c; B; € L. DaB (J;¢; Bi unabhiéngig ist, folgt sofort aus
Satz 1.2 (jii.d) (S. 7). Sei B ein maximales Element in £. Wire P ¢ B
so wire B U P nach dem Hilfssatz unabhiingig, was unmdglich ist. Beim
Nachweis der Gleichméchtigkeit der Basen beschrinken wir uns auf endlich
erzeugte Unterrdume; der allgemeine Fall folgt dann wie fiir Vektorriume.
Es sei A ein Unterraum und B C A Basis von A mit |B| < co. Sei C C A
beliebige unabhingige Menge; wir miissen zeigen |C| < |B|. Falls C C B,
ist nichts zu beweisen. Sei nun P, € C — B. Dann gilt P, € B, P, ¢ C— P,
also BZ C—P,. Fir Q, € B—C— P, gilt Q; ¢ C — P, also ist nach
dem Hilfssatz C; = (C — P;) U Q; unabhingig. Fiir C gilt nun |Cy| = |C|,
|C; N B| > |C N B|. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir somit C; C B
mit |C1| = |C| < |B. 0

Bemerkung: Wir haben gleichzeitig gezeigt, dafl die Basen eines Unterrau-
mes A genau die maximal unabhéingigen Mengen in A und ebenfalls genau die
minimalen Erzeugendensysteme in A sind. Daraus folgt, da88 jede unabhéngi-
ge Menge zu einer Basis erweitert werden kann und jedes Erzeugendensystem

zu einer Basis verkleinert werden kann.

Definition. Sei A Unterraum eines planaren Inzidenzraumes G. Die Di-
mension von A ist dim A := |B| — 1, wobei B Basis von A ist. Hat P die
endliche Dimension n, so heiit G' n-dimensional. Die (n — 1)-dimensionalen

- Unterrdume heiflen Hyperebenen.

Insbesondere ist also dim @ = —1, die Punkte sind die 0-dimensionalen
Unterrdume, die Geraden die 1-dimensionalen und die Ebenen die 2-

dimensionalen.
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Satz 1.7 Jeder Unterraum ist Durchschnitt der ihn enthaltenden Hyperebe-

nen.

Beweis. Sei A Unterraum. Angenommen A G (); H;, wobei H; alle Hyper-
ebenen H; O A durchliuft. Sei P € ﬂiel H;, — A. Ist B Basis von A, so ist
B U{P} unabhingig, also konnen wir B U {P} zu einer Basis BU{P}U B’
von P erweitern. H = BU B’ ist dann Hyperebene mit A C H, P ¢ H,

Widerspruch. o

Satz 1.8 Se:i G planaref Inzidenzraum, A und B endlich-dimensionale Un-
terrdume mit AN B # @. Dann gilt dim (A A B) + dim (AV B) = dim
A + dim B.

Beweis. Essei P € AN B und C eine Basis von AN B mit P € C. Wir
erweitern C zu einer Basis D von A und ebenso zu einer Basis E von B. Zu
zeigen ist dim(A Vv B) = |D| + |E| = |C| = [DU E|. DU E ist sicherlich
cin Erzeugendensystem von AV B, da AUB = DUE C DUE. Es sei
F C DUE eine Basis von AV B mit C C F. Wire F G DUFE und Q €
(DUE)—F, @ € D, so hitten wir AVB = D-QVE = UXE—D—;—Q’YGEF—X_?
nach Satz 1.5 (S. 10). Daraus folgt Q € PXY, X € D-Q, Y € E=B
und wegen Q ¢ PX auch Y e PXQC D=A,dh. Y€ ANBCD-Q
wegen @ ¢ C. Wir schlieen somit Q € PXY C D — Q , Widerspruch. O

In unseren Anschauungsraumen R?und R®lassen sich die Punkte als Orts-
vektoren a des Vektorraumes R?(bzw. R3), die Geraden als Vektormengen
a + (u), wobei {u) der von u # 0 erzeugte 1-dimensionale lineare Teilraum
ist und die Ebenen als Vektormengen a + (u;)+ (u2) darstellen, wobei u;, ug
linear unabhingig sind. Da wir Punkte und Ortsvektoren identifizieren, wer-

den wir meist die Buchstaben a, b, c, u, v, w fiir die Punkte verwenden. Die
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Bezeichnungen g fiir Geraden und « fiir Ebenen werden beibehalten. Sei V
Vektorraum, dann bezeichnen wir mit (4) den von A C V aufgespannten

linearen Unterraum von V.

Dies gibt Anlaf8 zu folgender allgemeiner

Definition. Sei K Schiefkérper und V ein n-dimensionaler Vektorraum
iiber K, n > 2, £(V) der Verband der linearen Unterrdume von V. Ein
affiner Unterraum von V ist jede Menge A = a+U, U € L(V). und die leere

Menge @. Die Familie der affinen Unterrdume wird mit A(V') bezeichnet.
Satz 1.9 Sei A=a+U € A(V) und b € A. Dann gilt:

(i) A=b+U

(i1) Falls A=a+ W, dann U =W.

Beweis. A ist eine Nebenklasse der abelschen Gruppe V/U, also durch
jeden Reprisentanten bestimmt. Zu (ii) haben wir U = A —a=W. O

Jeder affine Unterraum A bestimmt also einen eindeutigen linearen Unter-
raum L(A), so da A = a + L(A) fiir jedes a € A, und es gilt
LA =A-A:={a-d :a,d € A}.

Definition. Sei A € A(V). Die Dimension von A ist dimA := dimy L(A4),

wobei dimy L(A) die gewohnliche Vektorraumdimension ist. Zusitzlich setz-

ten wir dim @ := —1. Wie vorhin sind die 0-dimensionalen Unterrdume
a +(0) = a € V die (affinen) Punkte, die 1-dimensionalen Unterrdume
a + (u),u # 0, die (affinen) Geraden und die 2-dimensionalen Unterrdume

a + {u1) + (ug2), 1, up linear unabhingig, die (affinen) Ebenen.
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Wir wollen nachweisen, daf8 die so definierten Punkte, Geraden, Ebenen die

Axiome 1.1 - 1.4 erfiillen, also ein Modell eines planaren Inzidenzraumes sind,

den wir in Vorwegnahme des nichsten Kapitels als affinen Raum AG(V)

bezeichnen.

Satz 1.10 AG(V) ist ein Inzidenzraum und die Unterraume sind genau die

affinen Unterrdume.

Beweis.

11

1.2

1.3

Sei a # b€ V. a und b sind enthalten in der Geraden a + (b — a). Sei
{a,b} C a + (u), dann ist b = a + A, also (b — a) = (u). Jede Gerade
a + (u) enhilt a # a + u.

Seien a, b,b nicht auf einer Geraden, d.h. ¢ ¢ a + (b — a). Dann sind
{a,b,c} C a +(b—a)+(c—a). Aus{a,b,c} C a +(u1)+(uz) folgt b=
a4+ AUy 4+Agtn, € = a+Aur+Agug, somit (b — a)+(c — a) C (u1)+{ua),
also (b— a) + {c — a) = (w1) + (us), da dim((b — a) + (c —a)) = 2 ist
(denn sonst hitten wir ¢ —a € (b— a)). Jede Ebene a + (u1) + (u2)

enthilt drei nichtkollineare Punkte , z.B. a,a + uq, a + ua.

Seien a # b und {a,b} C a + (u;)+ (uz). Dannist b € a + (u1) + (uz),
also b—a € (uy) + (ug) und somit die Gerade a +(b—a) C a +(uw1) +
(ug).

Es sei A = a + L(A). Wir miissen zeigen, da8 A mit je zwei Punkten
ao, a1 € A die gesamte affine Gerade enthilt, analog fiir Ebenen. Die
Gerade durch ag,a; ist ag + {a; — ag) C a9 + L(A) = A. Die Ebene
durch ag, a1,as ist ag + (a3 — ap) + (a2 — ap) C ag + L(A) = A. Es sei
A # @ ein Unterraum, ag € A. Zu zeigen ist, dal A — ao ein linearer

Unterraum von V ist. Sei uy € A—ag, us € A—ag, U1 = a1 —ag, Uz =
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ag —ag, M, A2 € K. dann gilt A\ju; + dgup = Ai(a1 —ag) + Az(a2 —ao) €
A — ag, da A die Ebene durch ag, ay, as enthélt. O
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Beispiele.
01 11
00 10

Abbildung 5: AG(GF(2)%)

Abbildung 6: AG(GF(3)?)
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Das dritte Beispiel AG(GF(2)?) ist die Abbildung von Beispiel 3 (S. 9).

Entsprechend dem bisherigen untersuchen wir nun unabhéngige und abhingi-

ge Mengen, Basis und Abschluf}, die wir jeweils mit dem ”affin” versehen.

Satz 1.11 Sei A = {ay,...,ax} €V, p € V. Dann gilt p € A genau dann,
wenn p = Zle Aia; mit Zle \i = 1. Insbesondere ist also A C V ein
affiner Unterraum genau dann, wenn A mit ai,...,a, auch stets S g
fiir M, ..., \n € K, 30 1 A = 1, enthailt. |

Beweis. Wir zeigen zﬁnfichst, da C = {Zle XiGi P AL, A €KY N =
1} ein affiner Unterraum ist. Seien ¢ = Zle Niai, d =Y 0 pia; € C, und
A € K. Dann gilt

Beweis. c+Ad—c) =% Mai+ AT (i — N)ai) = by (N + A —
A)as € Cy da F (i + M — M) = T + ATim — i) =
1+ A1 —1) = 1. Also enthiilt C' mit je zwei Punkten ¢ # d die ganze
Gerade durch ¢ und d. Analog fiir Ebenen. Somit haben wir A C C. Sei nun
c=3"% XNa;€C, Y\ =1 Dannistc= CF  Aar + SF (e —an) =
ar + 3% Ai(ai — a1) € ay + L(A) = 4, da a; — a; € L(A) nach 1.9 (S. 14)
also C = A. o

Wir nennen jeden Ausdruck “Zle)\ia,—, 3" X = 1, eine affine Kombination
der a;. Der von den a; aufgespannte affine Unterraum besteht also genau aus

der Menge der affinen Kombinationen der a;.

Satz 1.12 Seien ag,a1,...,ax € V. Dann sind die folgenden Bedingungen

dquivalent

(i) {ao,01,..., a)c} ist affin unabhdngig.
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(ii) {ao—@r,...,Qr-1— Gr,Qry1—0Cp,..., 05— 0y} st linear unabhingig fiier

jedes r.
(iii) SoF o Mai = 0, N\ = 0, impliziert \; = 0 fiir alle i.

(iv) 21?:0 Aig; = Efzo Mia; mit Ef:o Ai = Zf:o wi = 1 impliziert \; = p;
fiir alle i

Beweis.

i) = ii). Sei a; —ar € (@0 — py -+ Qro1 — Gry Grg1 — Gryee ey O — a,). Dann
gilt a; = ap + Y4, Mila — ar) = D iy Nt + (1 = Xispj Mi)ar, also ist
a; € {0, Qj-1,Qj415 -+ -5 Ok}

ii)=>iii). Sei 3% , Mia; = 0 mit 3 i = 0 und A, # 0. Dann haben wir

A = — Ei# A;, also Zi# Ai(ai —a,) = 0.

iii)=> iv). Unmittelbar klar.

iv)=1). Ist a, € {@0,.--;@r-1, Grt1, - T OR), G = Z#r i@, Zi# o= 1,
so haben wir zwei verschiedene affine Kombinationen der ao, . .., ax, wobei

einmal der Koeffizient von a, 1 ist, das andere Mal 0. O

Sei {ag, a1, . .,ax} eine affine Basis des affinen Unterraumes A. Satz 1.12 (iv)
besagt, daf jeder Punkt in A auf genau eine Weise als affine Kombination
der Basispunkte dargestellt werden kann. Ferner ersieht man aus 1.12(i) und
11.12(ii), daB jede Basis eines endlich erzeugten affinen Unterraumes gleich

viele Elemente enthilt und daB dim A = dimyL(A) (als linearer Unterraum).

Wir haben nun eine bequeme Darstellung von Geraden und Ebenen.

Seien a # b € V. Dann ist die Gerade ab ={)a + (1-A\)b : X € K} und
jeder Punkt auf ab korrespondiert zu genau einem A €K. Seine a,b,ceV nicht
kollinear, dann ist die Ebene abc = {Aa + pb + (1-A—p)c: A, p €K} und zu
jedem Punkt auf der Ebene abc qurespondiert genau ein Paar (\, u) € K2.
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Beispiel. Sei K = GF(q) und dim V = n. Dann enthélt jede Gerade
q Punkte, jede Ebene ¢ Punkte und allgemein jeder k-dimensionale affine

Unterraum ¢* Punkte. Durch jeden Punkt gehen 9;{1—1— Geraden, durch jede
gerade ‘{]%Eqi Ebenen. |

N

N

Abbildung 7: Figur 1.4

Um nochmals den Unterschied zwischen
linearer und affiner Unabhéngigkeit aufzu-
zeigen: ,Linear unabhéngig“ impliziert affin
unabhéngig und somit enthdlt das lineare
Erzeugnis stets das affine Erzeugnis. Seien a,
b € R?linear unabhiingig, dann ist (a, b) = R?,
aber ab die Gerade durch a,b.

Wir wissen, daf in L(V) die modulare
Gleichung fiir Unterrdume erfiillt ist, d.h.
dimy(A A B) + dimy(AV B) = dimyA +
dimy B fiir A, B € £(V). Wir wollen dies auf

affine Rdume iibertragen.

Satz 1.13 Seien A, B € A(V).

(i) ANB#2= AN B=a+ (LA)NL(B)),ac AN B.

(i1) AV’B:a+L(A)+L(B)+(b——a),a€A, b€ B.

(iii) dim (AV B) = dim A + dim B - dim (A n B), falls A\ B# @
dim (AV B) = dim( L(A) + L(B) ) + 1, falls A B = @.

Beweis.
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(i) Sei L = L(A) () L(B). Dann ist a + x € A [ B fiir alle x€ L, also
a+LCANB. Firye AN Bgilty-aeL(A) ) L(B), somit
y€a+L,dh. A(fBCa+ L.

(ii) C = a + L(A) + L(B) + (b — a) ist ein affiner Unterraum mit
AV B C C. Zur Umkehrung zeigen wir L(C) C L(A Vv B). Wir haben
L(A) + L(B) C L(A Vv B), (b—a) C L(A Vv B), also
L(C) = L(A) + L(B) + (b—a) C L(A vV B).

(iii) Essei A(1B# &, c€ A()Bund a € A, b € B. Dann haben wir c
= a+u = b+v, u € L(A), v € L(B), also b-a = u-v € L(A) + L(B).
Nach (i) gilt somit A V B = a + L(A) + L(B), woraus dim(A V B) =
dimy (L(A) + L(B)) = dimyL(A) + dimyL(B) - dimy(L(A) (N L(B))
= dim A + dim B - dim(A () B) folgt. Falls A (| B = @, so folgt nach
demselben Schluff b-a ¢ L(A) + L(B), also L(A vV B) = L(A) + L(B)
+ (b — a) und somit dim(A V B) = dimy( L(A) + L(B)) + 1. ]

Als unmittelbare Folgerung von Satz 1.13 (iii)haben wir:

Satz 1.14 AG(V) ist ein planarer Inzidenzraum.

Beispiele Es seien g = a + (u), h = b + (v) zwei Geraden in AG(V).

(i) (u) = (v), b-a € (u). Dann ist b € a + (u), also
b + (u) C a + (u), das heifit, die Geraden sind gleich , g = h.

(ii) (u) = (v), b-a ¢ (u). Nach 1.13 (i) spannen g und h die Ebene
g V h = a+(u) + (b — a) auf. auBerdem gilt g () h =.&, da aus .
¢ =a+ Au=Db + uu folgen wiirde b-a € (u). Geraden, die in einer

Ebene liegen und disjunkt sind, nennen wir parallel , g||h.
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(iii) (u) # (v), b-a € (u) + (v). Nach 1.13 (i) gilt g V h = a + (u) + (v),
die Geraden liegen also in einer Ebene. Sei b-a = Au + pv, dann gilt
c=a+ A= b - uveg [ h. Die Geraden schneiden einander also in

einem (eindeutigen) Punkt.

(iv) (u) # (v), b-a ¢ (u) + (v). Wir haben g V h = a +(u) + (v) + (b — a),
also dim(g V h) = 3. Aus 1.13 (iii) folgt, dal g (1 h = &. In diesem

Fall sagen wir, die Geraden stehen windschief zueinander.

Aufgaben

1. Sei G planarer Inzidenzraum, A C P. Zeige: P ¢ A, P € AUQ =
QeAUP. :

2. Sei V = K". Zeige, A = {(a1,...,an) : D1y Ait;+ [} eine Hyperebene
ist fiir jede Wahl Ay, ..., A,, B, und da umgekehrt jede Hyperebene so

beschrieben werden kann.

3. Sei V ein Vektorraum iiber K mit char K # 2. Zeige, dafl dann A = &
ein Unterraum ist, genau dann, wenn Aa+(1—X)b € A fiir alle a,b € A4,
A € K. Das heifit, in dieserh Fall ist A ein Unterraum, wenn A mit je
zwei Punkten die Gerade enthilt (auf die Ebenen-Bedingung kann in

diesem Fall verzichtet werden).

4. Zeige an Hand von AG(GF(2)®) (Abbildung von Beispiel 3 auf S. 9),
da$ auf die Bedingung char K # 2 in 3. nicht verzichtet werden kann.

5. Sei V = {f(z) € R[z] : Grad(f(z)) < n—1} und o, ..., o verschiede-
ne reele Zahlen i, ..., Bk beliebigin R. Sei 4; := {f € V : f() = Bi},
i=1,...,k, A=k A; Zeige:

(a) A; ist eine HypereBene mit L(4;) = {f € V : f(a) = 0}.
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(b) A ist (n — k)-dimensionaler affiner Unterraum mit L(4) = a +
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2 Affine Geometrie

Sei @ = (P, G, E) ein Inzidenzraum. Entsprechend dem Beispiel fiir Geraden
in AG(V) gegeben wir folgende

Definition. Zwei Geraden g, h eines Inzidenzraumes heiflen parallel, wenn
g = h oder wenn g und A in einer Ebene liegen und disjunkt sind. Wir

schreiben dann g||h.

Definition. Ein planer Inzidenzraum G = (P,G,£) heifit ein affiner

Raum, wenn zuséatzlich das folgende Axiom erfiillte ist:
VP € P, g€ G:31h € Gmit P € h, hl|g

Axiom II heifit Parallelenaziom

Abbildung 8:

Satz 2.1 Die Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation auf G.

Beweis. Die Reflexitivitit und Symmetrie sind klar.  Seinen nun g||h

und h|lk, wobei wir annehmen kénnen, daf§ alle drei Geraden verschieden
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Abbildung 9:

sind. Liegen g, h, k in einer Ebene o und ist P € g N h, so wéren g und k
zwei verschiedene Parallelen zu h durch P, im Widerspruch zu II. Es sei nun
o =ghund P € k, P ¢ a. Wir bezeichnen mit 3, v die Ebenen 8 = gP,
v = hP. Da fU~y C aP ist, folgt aus 1.4, daB BN~y = £ € G. Hitten
g und £ einen Schnittpunkt @, so miifite £ auch h schneiden, da ansonsten
g und £ zwei verschiedene Parallelen zu h durch @ wiren. Dann lége aber
£ C gUh = o und somit P € a. Also ist gN¢ = & und analog hN{ = @.
Aus II folgt nun ¢ = k, da ansonsten k und £ verschiedene Parallelen zu A
durch P wiren. Da gUk C (3 ist, folgt g||h. a

Das Parallelenaxiom ergibt eine interessante unmittelbare Folgerung.

Satz 2.2 In einem affinen Raum G haben je zwei Geraden gleiche Mdchtig-
keit.

Beweis. Seien g # h € G. Wir nehmen zunéchst an, dafl g und A in einer
Ebene o liegen. Essei P€ g, P¢ hund Q € h, Q ¢ g, und k = PQ. Jede
zu k parallele Gerade k' in o schneidet g und A in je einem Punkt (wegen
2.1) oder in dem eventuell vorhandenen Schnittpunkt von g und h. Also ist
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lg| = |h|. Sind g und A nicht in einer Ebene, so gibt es eine Gerade, die mit
g in einer Ebene liegt und ebenso mit h (z.B. jede Verbindungsgerade von
Punkten auf g und h). ‘ O

Bemerkung. Ist |g| = n endlich fiir g € G, so heifit n die Ordnung des
affinen Raumes. Ist dim G > 3, so werden wir sehen, daf3 n eine Primzahlpo-
tenz sein mufl. Ob dies auch stets fiir affine Ebenen zutrifft, ist ein ungelostes

Problem.

Satz 2.3 Sind g und h sowie ¢’ und K’ schneidene Geraden und gilt allg’
h||}, so sind die Ebenen gh und g'h’ gleich oder disjunkt.

Beweis. Sei P € ghNg¢'A’ und k Parallele zu ¢ durch P und £ Parallele zu
h durch P. Dann ist nach 2.1 k||g’, £||h' und kU £ C gh, kU £ C g'F also
gh=g'H. 0.

Satz 2.4 Satz von Desargues. Es sei G ein affiner Raum der Dimensi-
on > 3. PQR und P'Q'R' seien Dreiecke (alle 6 Punkte verschieden).
Gilt PQ||P'Q’, PR||P'R' und sind die (verschiedenen) Geraden PP, QQ',

. RR' entweder parallel oder sie schneiden sich in einem Punkt, so gilt auch

QR||Q'R.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an PQR und P'Q)' R’ liegen in verschiedenen
Ebenen. Q,R,Q', R’ liegen nach Voraussetzung in einer Ebene. Nach
2.3 gilt QRN Q'R' = @, da die Ebenen PQR, P'Q'R’ verschieden sind,
also ist QR||Q'R’. Es seinen nun PQR, P'Q'R' in einer Ebene und O =
PP'NQRQ' N RR' gemeinsamer Schnittpunkt (der Fall PP'||QQ'||RR' geht
alanlog). Nach Voraussetzung existiert Z ¢ PQR. Die zu ZP parallele
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P‘

Abbildung 10:

Gerade g durch P’ schneidet OZ in einem Punkt Z’, da aus OZ||g folgt
OZ||ZP, Widerspruch. Die Dreiecke PQZ , P'Q'Z' liegen in verschiedenen
Ebenen, also folgt nach dem ersten Teil des Beweises ZQ||Z'Q)". Ebenso
liegen die Dreiecke PRZ, P'R'Z' in verschiedenen Ebenen, also ZR||Z'R’.
SchlieBlich liegen die Dreiecke QRZ, Q'R'Z' in verschiedenen Ebenen, also
gilt QR||Q'R. O

Bemerkung. In affinen Ebenen braucht der Satz von Desargues nicht zu
gelten. Das Studium dieser nichtdegsargues’schenEbenen ist eines der Haupt-
probleme der affinen Geometrie. Die kleinsté nichtdesargues’sche Ebene hat
81 Punkte. Ein Beispiel einer unendlichen nichtdesargues’schen Ebene ist in

der Aufgabe enthalten.

Wie schon der vorweggenommene Name affiner Raum AG(V') besagt, erfiillen
die Raiime AG(V') das Paralellaxiom.

Satz 2.5 AG(V) ist ein affiner Raum.

Beweis. Laut dem Beispiel am Ende von Kapitel 1 sind Geraden g =
a + (u), h = b+ (v) parallel genau dann, wenn (u) = (v). Sei g = a + (u)
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Abbildung 11:

und der Punkt p ¢ g, so ist h = p + (u) die eindeutige Parallele durch p. O

Die Parallelitit von Geraden kann in naheliegender Weise auf beliebige Un-

terrdume erweitert werden.

Definition. Es seien A = a + L(A), B =b+ L(B) € A(V). A und B
heifen parallel, wenn L(A) C L(B) oder L(B) C L(A). Wir schreiben dann
Al|B.
Satz 2.6

(i) Seien A,Be A, A¢ B, B¢ A. Fall A||B, dann ist ANB = @.

(ii) Seien A, B Hyperebenen. Falls AN B = &, dann ist Al|B.
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(iii) Die Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation auf Unterdumen gleicher

Dimension.

Beweis. Falls A||B, z.B. L(A) C L(B) und ¢ € AN B dann gilt A =
¢+ L(A) C ¢+ L(B) = B. Seien A, B Hyperebenen. Sind A, B nicht parallel,
so haben wir V = L(A) + L(B). Seia € A,b€ B,dannist b—a =u+ v,
u € L(A),v € L(B), also ist a+u = b—v € AN B. III) ist klar, da parallele

affine Riume gleicher Dimension denselben linearen Unterraum haben. O

Wir wenden uns den strukturerhaltenden Abbildungen zu.

Definition. Sei G = (P,G,€) ein Inzidenzraum. Eine Kollineation von
G ist eine bijektive Abbildung ¢ von P auf sich, die Geraden auf Geraden
abbildet und Ebenen auf Ebenen. Das heifit, pg € G fiir ¢ € G und o € £
fiir o € £.

Satz 2.7 Die Kollineationen eines Inzidenzraumes G bilden mit der Kom-
position eine Gruppe Koll(G). Eine Kollineation bildet Unterrdume auf Un-
terrdume ab und es gilt pA = @A fiir A C P.

Beweis. Klarerweise ist mit 1, ¢ € Koll(G) auch ¢¢ € Koll(G). Sei h € G
und P # Q € ¢ th. Die Gerade g = PQ wird dann durch ¢ auf die Gerade
@PpQ = h abgebildet, also ist ¢~'h = g € G. Ebenso beweist man a €
£ = ¢ la € £. Daraus folgt sofort, daf8 das Bild eines Unterraums wieder
ein Unterraum ist und umgekehrt. Da wegen der Bijektivitat trivialerweise
©(AN B) = ¢(A) N ¢(B) und 4, B C L(G) gilt, folgt pA = p(A:) =
Npdi = pA. O
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Beispiel. Betrachten wir die Fano-Ebene F in Figur ??. Eine Kollineation
ist eindeutig durch das Bild des Dreiecks {1, 3,5} bestimmt und als Bild von
{1,3,5} kann jedes Dreieck genommen werden. Also ist |Koll(F)| =7-6-4 =
168.

Satz 2.8 Sei G = (P,G,€) Inzidenzraum. Eine Bijektion ¢ : P — P ist
genau dann eine Kollineation, wenn ¢ Geraden auf Geraden abbildet und

parallele Geraden in parallele Geraden iberfihrt.

Beweis. Kollineationen erhalten die Parallelitit. Denn aus g,h C a,g N
h = @ folgt pg,ph C god und g N ph = @. Zum Beweis der Um-
kehrung sei E Ebene. ‘Angendmmen @F enthilt 4 unabhingige Punkte
©P,pQ, pR,pS. Dann sind die Geraden pPpQ, pRpS disjunkt, also de-
ren Urbilder PQ, RS C E parallel und somit auch ©wPpQ, pRyS parallel im
Widerspruch zur Dimension 3. ¢F liegt also in einer Ebene F'. Aus derselben
Uberlegung folgt nun ¢~'F C E, da o' F das Dreieck P, @, R C E enthilt,
somit F' = pF. O

Auf die Forderung, da8 ¢ die Parallelitét erhalt, kann nicht verzichtet werden.
-Z.B. ist im affinen Raum aus Abbildung 10(iii) jede Bijektion geradenerhal-
tend, aber die Abbildung, welche 4 und 8 vertauscht und den Rest festlaft,

keine Kollineation.

Wir setzen von nun an voraus, dafi der Raum G = (P, G,£) affin ist, und
spezialisieren die Kollineationen zu jenen, die jede Gerade in eine parallele

Gerade iiberfiihren.

Definition. Sei G = (P,G,€) affiner Raum. Eine Bijektion 6 : P — P
heifit Dehnung, falls dg || g fiir alle g € G. Eine fixpunktfreie Dehnung heifit

Translation.
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Dehnungen und Translationen erhalten die Parallelitéit von Geraden und sind
somit nach 2.8 Kollineationen des Raumes.
Satz 2.9

(i) Ist O Figpunkt einer Dehnung § und P # O, so ist 6P € OP.

(i) Ist T Translation, T # 1, so gilt PP | Q7Q fir P,Q € P.

Beweis. Aus 60 = O folgt 06P = OSP || OP, also O6P = OP und
somit 6P € OP. Sei nun 7 # 1 Translation. Falls 7P € PQ, so ist wegen
7PrQ || PQ auch 7Q € PQ, also liegen alle Punkte P, Q,7P,7Q auf einer
Geraden, woraus trivialerweise PTP || @rQ folgt. Sei nun 7P ¢ PQ. Falls
Z € PrPNQ7Q, so ist 7Z € PrP N Q7Q, da die Gerade P7P in sich
iibergeht, ebenso QTQ, somit 7Z = Z. Widerspruch. a

2.9 (ii) kann man auch so ausdriicken, da8 fiir alle P # @ € P und 7P ¢ PQ
die 4 Punkte P, Q, 7P, 7Q die Ecken eines Parallelogramms sind Anschaulich

o f
P Q

Abbildung 12:

gesprochen verschiebt also 7 jeden Punkt in derselben Richtung. Dies gibt

Anlafl zu folgender

Definition. Zwei Translationen 7 # 1,0 # 1 heiflen parallel, falls
0, 70, 0O kollinear sind fiir einen Punkt O.
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Nach 2.9 (ii) ist diese Definition unabhéngig von der Wahl des Punktes O,
und die Parallelitiit ist offenbar eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Translationen # 1. Wir sprechen daher von Parallelklassen von Translatio-

nen.

Satz 2.10

(i) Eine Dehnung § ist durch einen Fizpunkt O und einen Punkt P # O
und dessen Bildpunkt 0P eindeutig bestimmt. Insbesondere folgt, dafi

nur § = 1 zwei Fizpunkte hat.

(ii) Eine Translation 7 ist durch einen Punkt P und seinen Bildpunkt TP

eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei zuniichst A ¢ OP. Dann muf nach 2.9 (i) A4 der Schnittpunkt
der Geraden OA mit der Parallelen zu AP durch 6P sein. Sei nun B €
OP. Dann ist nach demselben Schlu$ 6B der Schnittpunkt von OB mit der
Parallelen zu AB durch §A. Sei 7 Translation. Ist 7P = P, so mufl 7 = 1
sein. Sei nun 7 # 1 und A ¢ PTP. Nach 2.9 (ii) mu 74 dann der vierte
Punkt des von P, 7P, A aufgespannten Parallelogramms sein. Fiir B € PrP
schlieft man mit A anstelle P. O

Wir kénnen eine erste Ubersicht iiber die Gruppen geben.

Satz 2.11 ‘Sei G ein affiner Raum.

(1) Die Dehnungen bilden eine Gruppe Deh(G).

(ii) Die Translationen bilden eine Gruppe Tra(G) und jede Parallelklas-
se von Translationen bildet zusammen mit 1 eine Untergruppe von

Tra(QG).
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A

A TA
P B TP B

Abbildung 13:

(111) Tra(QG) ist ein Normalteiler von Deh(G) und ebenso ist jede Parallel-
klasse von Translationen zusammen mit 1 ein Normalteiler von Deh(G)
(und damit auch von Tra(G)).

Beweis. (i) ist klar. Hat 7 keinen Fixpunkt so offenbar auch nicht 77
Seien ¢, 7 Translationen und 76 P = P. Dann gilt cP =77 !P, also o0 = 77!
und damit 7o = 1 nach 2.10 (ii). Also ist 7o fixpunktfrei oder 1, also in jedem
Fall eine Translation. Die zweite Behauptung in (ii) folgt aus 0O € O70 =
700 € 70720 = 070,770 € O70. Sei 7 € Tra(G),d € Deh(G) beliebig
und 67'76P = P. Dann gilt 7(6P) = 6P, also 7 = 1, da §P Fixpunkt

ist. 6~178 ist somit fixpunktfrei oder 1, also in jedem Fall in Tra(G). Zum

Nachweis der letzten Behauptung miissen wir zeigen, daf§ fiir 7 # 1 stets
6176 parallel zu 7 ist. Dazu schliefen O70 | 60760 || O6-1760 also
61180 € O10. ‘ 0
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Satz 2.12 Wenn nichtparallele Translationen ezistieren, so ist die Gruppe
Tra(G) abelsch.

Beweis. Es seien o, 7 nichtparallele Translationen, O € P . Dann ist die
vierte Ecke des von O, 70,00 aufgespannten Parallelogramms 700, aber
auch 070 nach 2.9(ii). Also ist 7o = o7 nach 2.10(ii). Es seien o, T parallele
Translationen und p nicht parallel zu o,7. Nach 2.11(ii) ist dann p~! nicht
parallel zu 0. Ebenso ist 7p nicht parallel zu o, da ansonsten nach 2.11(ii) p

parallel zu 7710 ist. Nach dem oben Bewiesenen schlieen wir

1o =T1p(p ' 0) = (tp)op™t = orppt = oT.

Bemerkung. Es gibt unendliche affine Ebenen mit nur einer Parallelklas-
se, deren Translationsgruppe nicht abelsch ist. Ob dies auch im endlichen

moglich ist, ist eine offene Frage.

Nach diesen allgemeinen Sitzen wenden wir uns der Frage nach der Ezistenz
von Dehnungen und Translationen zu. Hierbei wird der Satz von Desargues

~ eine grofie Rolle spielen. Verlangen wir in 2.4 nur die Version, wo die Geraden

PP, QQ', RR' parallel sind, so sprechen wir vom “kleinen” Satz von Desar-
gues. Verlangen wir nur den Fall, wo PP’,QQ', RR' sich in einem Punkt O

treffen, so sprechen wir von der Punktinversion.

Satz 2.13 Sei G ein affiner Raum. Dann ezistiert zu je zwet Punkten P, P’
eine Translation mit TP = P’ genau dann, wenn der kleine Desargues’sche
Satz fiir jede Wahl von P,Q, R, P',Q', R’ wie in 2.4 gilt.
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Beweis. Angenommen, alle Translationen existieren und P,Q,R,P,Q,R
sind 6 Punkte mit den Voraussetzungen des kleinen Desargues’schen Sat-
zes. Die Translation 7 sei durch 7P = P’ definiert. Nach 2.9(ii) ist
Q' = 7Q,R = 7R und somit Q'R’ = TQTR||QR. Es gelte nun umgekehrt
der kleine Desargues und es seien P # P' € P,Q ¢ PP'. Wir definieren
T : P — P durch folgende Festsetzung:

TR = { 4. Ecke des Parallelogramms erzeugt von P, P',R, falls R ¢ PP’

4. Ecke des Parallelogramms erzeugt von Q,7Q, R, falls R € PP'.

o |
P@/ B
R R’

Abbildung 14: Zum Beweis von Satz 2.13

T ist klarerweise bijektiv mit 7P = P’. Es bleibt zu zeigen, dafl 7 Geraden
auf parallele Geraden abbildet. Dies ist sicherlich der Fall fiir jede zu PP’
parallele Gerade, da diese in sich iibergeht. Es sei g nicht parallel zu PP’
und R,S € g, R,S ¢ PP". Nach dem kleinen Desargues ist TRTS||RS.
Jeder weitere Punkt X € g, X ¢ PP’ liegt aus demselben Grund auf der
Parallelen zu g durch 7R also auf TR7S. Sei schlielich 7' € g N PP'. Falls
der Bezugspunkt @ auf g liegt, ist nach Definition 77" € TRTS. Ist Q ¢ g so
folgt aus dem kleinen Desargues der Reihe nach 7QTR||QR, RT||TR7T, also
wegen RT = g||TR7S auch 7T € TR7S. 0
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R TR

7T

S 1S

Abbildung 15: Zum Beweis von Satz 2.13

Mit genau derselben Uberlegung beweist man

Satz 2.14 Sei G ein affiner Raum. Dann ezistiert zu je 3 Punkten O, P, P!
eine Dehnung & mit 60 = O, 6P = P’ genau dann, wenn die Punktinversion
des Satzes von Desargues in 2.4 fiir jede Wahl von O, P,Q,R,P',Q', R’ gilt.

Satz 2.15 Sei G ein affiner Raum. Egzistieren alle Dehnungen mit Fizpunkt,
so auch alle Translationen. Aquivalent dazu impliziert also die Punktinver-
sion des Satzes von Desarques den kleinen Desargues und damit den vollen

Satz von Desargues.

Beweis. Sei P # P’ und O ein dritter Punkt auf PP". Nach Voraussetzung
existiert 6 € Deh(@) mit 60 = O, P = P'. Es sei @ ¢ PP und Q' die 4.
Ecke des Parallelogramms erzeugt von P, P’, Q). Nach Voraussetzung existiert
8" € Deh(G) mit &'P' = P',§(6Q) = Q'. §'¢ bildet P auf P’ ab und kann
keinen Fixpunkt haben, denn ein solcher miifite nach 2.9(i) auf PP NQQ
liegen, was unmoglich ist. Der eben durchgefithrte Schluf8 funktioniert nicht,
falls PP’ und damit nach 2.2 jede Gerade nur 2 Punkte enthdlt. In diesem
Fall ist aber der kleine Desargues trivialerweise giiltig, also existieren alle

Translation_en. O
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5

Q Q.,

0 P P’

Abbildung 16: Zum Beweis von Satz 2.15

Aus 2.4 folgern wir somit:

Satz 2.16 In einem affinen Raum der Dimension > 3 existieren alle magli-

chen Dehnungen.

Eine affine Ebene, in der alle moglichen Translationen (aber nicht notwendig

alle Dehnungen mit Fixpunkt) existieren, heifit Translationsebene.

Wie sieht es nun mit den affinen Rdumen AG(V') aus und speziell mit den
affinen Ebenen iiber einem 2-dimensionalen Vektorraum? Seien v # v’ €
V,w = v' — v. Die Abbildung 7, : V — V,7,(z) = = + w ist bijektiv mit
7,0 = v' und fiihrt eine Gerade a + (u) in die parallele Gerade a + w + (u)
iiber. Fiir w # O hat 7, keinen Fixpunkt. Also existieren alle Translationen.
Seien a,v,v’ € V. Seien gemé&f der Figﬁr ?? a,v,v' und a,z,2’ kollinear,
z ¢ av,v' = a+ Av—a),e =a+p(@—a). Damit Z0||z"’ ist, muf
' — v = v(z — v) sein, also pz — Av — (4 — A)a = vz —vv. Da a,v,2
affin unabhingig sind, folgt 4 = A. Die Abbildung d,» : V — V, Sar(z) =
a+ Az —a),a € V,0 # X € K, ist bijektiv mit bar(a) = a,0,2(v) =o' und
fiihrt die Gerade b+ (u) in die parallele Gerade a+ A(b— a) + (u) iiber. Also
existieren alle Dehnungen. Nach 2.15 haben wir somit
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Satz 2.17 In den affinen Raumen AG(V) gilt der Satz von Desargues. Ins-
besondere sind alle affinen Ebenen AG(V') Desargues’sch.

X X+wW
A v’
x’
/xﬂ
a \ \'

Abbildung 17: Zum Beweis von Satz 2.17

Der folgende Satz, einer der Hauptsitze der affinen, Geometrie, besagt, daf}
die Raume AG(V) genau die Desargues’schen affinen Raume sind. Vor dem
Beweis wollen wir unseren Weg plausibel machen. Ist G ein Desargues’scher
affiner Raum, dann miissen wir den Vektorraum V und den Schiefkdrper K
konstruieren konnen. Wie dies getan wird, zeigen unsere eben gemachten
Uberlegungen. In AG(V) entspricht jeder Vektor v € V bijektiv der Trans-
lation 7,. Der Vektorsumme v + w entspricht dabei die Translation 7,7,. Sei
a = 0. Jedem Element A\ € K entspricht bijektiv die Drehung dy := dg»,
wobei fiir A = 0 die Abbildung

0o:V—V, dpr=0 firallexeV

zusitzlich definert wird, die wir auch Dehnung nennen wollen. Dem Produkt
Ap entspricht die Dehnung 6,6, da 8,8,(z) = 6x(uz) = Auz . Dem Produkt
Av mit A € K und v € V miissen wir eine Translation zuordnen. Wir wis-
sen aus 2.11 (iii) (Seite 34) , daB 0,7,0;" € Tra(V), also lassen wir \v zu
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5)\7‘1',(5;1 = T, korrespondieren. Am schwierigsten ist es, die Addition A + p
nachvollziehen. Es muf8 méglich sein, die Dehnung 0+, nur mit Hilfe von Ab-
bildungen (denn nur diese stehen uns in G zur Verfiigung) zu definieren. Dazu
nimmt man fiir A, & # 0 jene Abbildung §, so daB 67,0~} = 5>\T,,5;15,m,5;1.
Dies gibt wegen (5;\71,6;16”7',,5;1 = TawTw = T(\u)p das richtige; natiirlich

muf noch die Unabhéngigkeit dieser Defintion von v € V' gezeigt werden.

Satz 2.18 Die Desargues’schen affinen Réiume sind bis auf Isomorphie (d.h.
bis auf eine Geraden und Ebenen erhaltende Bijektion) genau die Rdume
AG(V). Insbesondere ist also jeder affine Raum mit Dimension > 3 isomorph
zu einem AG(V).

Beweis. Sei G ein Desargues’scher affiner Raum. Nach 2.14 (Seite 37) und
2.15 (Seite 37) existieren alle Dehnungen und Translationen. Wir wéhlen
ein fiir alle Mal einen festen Punkt O € P. Die Translation, die durch
O > P festgelegt ist, bezeichnen wir mit P fiir alle P € P und setzen
V= {15 : P € P}. Die Dehnungen, die O als Fixpunkt haben, bezeichnen
wir mit A\, 4,7, ... . 1 bezeichnet die Identitét. Zusatzlich erkliren wir die
uneigentliche Dehnung O, die ganz P auf O abbildet. K sei die Menge dieser
Dehnungen. Wir definieren nun geeignete Operatoren auf V' und K, so daf
V ein Linksvektorraum iiber K wird und zeigen dann, da§ G = AGk(V)
unter der Abbildung P — P. Um Verwechslungen auszuschlieBen, werden
die Addition im Vektorraum mit 69,” die Skalarmultiplikation mit * und die
Operation in K mit +, - bezeichnet. Multiplikation von Abbildungen soll



wie stets die Komposition sein.

V x Vv Pad
KxV-35vV  AxP
0% P

K x K- K CAeu
A0=0-A

K xK-5HK A p
A4p

)\+O:_0+/\
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PQ
APA"L fir A #£0

0

Al fir A, u#0

> O© 8 O

fir A e K

wobei kPx~! = APA~1uPp~" fiir

P #* O falls A, 1 # 0 und die

rechte Seite # O ist, falls A,y # 0
und die rechte Seite = O fiir A € K

(i) V® ist eine abelsche Gruppe mit O als Nullelement nach 2.12 (Seite

34).

(ii) K\{0} ist eine Gruppe nach 2.11(i).

(ifi) A* P €V fiir alle A € K, P € V nach 2.11 (iii).

(Ap) x P

und

(Op) = P

() Pw)™
MpPuHa™?
A (p* P)

APQ)A

(AP (AQA7Y)
A+ P)yo (AxQ)

[am) o
* *
= W
* |l
IO
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(A)xP = OxP=0
= A0A™!
= AxO
= A*(O*Is) ,
0+«(Po0) = 0=000
= (0xP)® (0%Q).

SchlieBlich haben wir fiir alle P € V
1«P=1P1"' =P
Bemerkung: Falls A % P # 9] ist, dann ist
A P)l=(APA )t =AP X1 = AxPL
Ferner ist A+ O = AOA~! = O fiir alle X # 0.

Wir zeigen, daB X + p eindeutig definert ist. Zunéchst gilt: Sei
P #* O und A # 0, dann durchliuft \ x P die Parallelklasse von P.
Klarerweise sind nach 2.18 (iii) alle A * Pund 0 # X € K, verschie-
den, und nach 2.11 (iii) parallel zu P. Wir definieren A € K durch
A(0) = 0, A\(P) = Q. Dann gilt

APATY(0) = AP(0) = AM(P) = Q

und somit
Q=AP\'=AxP

nach 2.10(ii). Daraus folgt, dafl zu P # Q ein eindeutiges k € K

existiert, wie es in der Definition von A + p verlangt wird, némlich

k*P=(\xP) (uxP) |,
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‘wobei x = 0 ist, falls (A% P) (ux P) = 0.
Wir miissen zeigen, daf} fiir jedes @ # O dasselbe k herauskommt. Sei
Q # P nicht parallel zu P und es sei () P) (ux P) # 0. Aus

(e B) (u BG) = (PX) (0NONY) (5Pu™) (uu™)

und der Nichtparallelitit von P und Q folgt
(A*PQ) (uxPQ)#0 .
Sei 0 € K, so daf |
0% PQ = (Ax PQ) (ux PQ) .
Dann haben wir
(0% P) (0xQ)=(A*P) (4xQ) (uxP) (n*Q),

also

(0*@) A+Q@) (ux Q) = (0% P") (AxP) (uxP) .

Wegen der Nichtparallelitdt von P und Q folgt, dal beide Seite = 0

sind und somit
o*éz()\*@) (y*@), a*f’:(A*ﬁ),

d.h., wir erhalten wegen der Eindeutigkeit dasselbe o fiir P und Q.
Mit @ anstelle P folgt, daB auch fiir alle Translationen parallel zu P

dasselbe o resultiert. Ebenso folgt nun aus
(AxP) (uxP)=0

auch

A *Q) (uxQ)=0
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(v)
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fiir alle Q # 0.
Bemerkung: Es gilt daher
AxPl=-AxPfiralle P#£0 .
K™ ist Schiefkérper. Dal K+ eine abelsche Gruppe ist, folgt aus der
entsprechenden Tatsache fiir V®. Wir verifizieren nur die Existenz des

additiven Inversen. Sei A # 0, P #* 0. Da P und P! parallel sind,
existieren ein eindeutiges p # 0 mit A * P= ITE: Pl dh.,

(A = P) (u*ﬁ) =0
Es bleiben noch die Distributivgesetze. Seien &, A, u € K, P # @
Fiir g = 0 haben wir
(k4 A) u*vﬁzﬁ*lg:5='(nu+)\u)*13
Fiir 4 = 0 haben wir

(k+ANp*xP =

also
(k+Np=rp+Ap.

Ebenso verifiziert man

e+ ) = pr+pA .
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(vi) V ist ein Vektorraum iiber K. Bis auf
A+p)*P=A*P)® (u*P)

haben wir bereits alle Verkniipfungsgesetze in 2.18 (iii) gezeigt. Dieses

letzte Gesetz ist aber gerade der Inhalt der Definition von A+ L.

(vii) ¢ : P — V, ¢P = P ist ein Isomorphismus von G auf AG(V). v¢ ist
‘ nach Definition bijektiv. Seien P # Q € P,P # 0 und g = PQ. Wir

miissen zeigen, dafl ¢g genau die affine Gerade durch 13, é ist.

Fall a. O € PQ. Die Parallelklasse, welche P enthilt, besteht dann
genau aus {R: O # R € PQ} = #9\{O}. Nach 2.18 (iv) haben wir
daher

pg={\xP: )€K} |

und dies ist genau die affine Gerade durch 6, P und @

Fall b. O ¢ PQ. Dann ist

PQ = POQO || PQ0,0.
Also ist PQ-10, O die Parallele zu PQ durch O. Nach Fall a. ist

PQ-10,0 = {*PQ7'0: X € K}.
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\ PQ~'0 | \ p

()\ T \Q

Abbildung 18:

Wenden wir nun die Translation @ an, so erhalten wir wieder PQ und

somit
PO={(0*PQ ") QO: )€ K}

Dies ergibt

g9 = {(AxPQ™) Q:reK}
= {(A«P) (A +Q N Q: e K}
= {A*P)®(-1+Q)®Q: )€ K}
= {AxP)@(1-N)*Q): \€ K},

also genau die affine Gerade durch P und é Wir miissen noch zeigen,
daB ¢ die Ebenen von G auf die Ebenen von AG(V') abbildet. Nach 2.8
geniigt dazu der Nachweis, daf ¢ und ¢! die Parallelitat von Geraden
erhalten. Seien g||h in G. Dann existiert eine Translation R mit Rg =
h. Seien P # @ € g, dann ist

~g={(\«Pe (l—)\)Q)O:)\eK}
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und somit

o~

h=Rg={(AxPa(1-)) Qo R)O:)c K}
also
oh=¢g® R, dh., ¢h|dg.
Aus derselben Uberlegung folgt, dal ¢! die Parallelitit erhilt, und

der Beweis ist vollstédndig. a

Wir wollen unsere Diskussion iiber Kollineationen erginzen und abschlieflen
durch eine algebraische Beschreibung in den affinen Rdumen AG(V), was ja

ab Dimension 3 keine Einschrinkung bedeutet.

Definition. Sei V Vektorraum iiber K. Eine Abbildung f : V — V heifit
semilinear, falls ein Automorphismus o von K existiert, so daf

flo+w) = flv) + f(w), f(Qv) =X f(v) fiir allev,w € V,A € K

wobei das Bild von ) unter ¢ mit A\’ bezeichnet wird.

Satz 2.19 Sei dim V > 2. Die bijektiven semilinearen Abbildungen f :
V — V sind genau die Kollineationen von AG(V), welche O € V als
Fizpunkt haben.

Beweis. Sei f semilinear und bijektiv mit dem Automorphismus o € K.
Die Gerade
g={a+Xu : A€ K}

geht in
{f(a) + f(\u) : A€ K}
= {f(@)+Xf(u) : A€ K}
= fla)+ (f(v))

i

f(9)

aQ

a



48 2 AFFINE GEOMETRIE

iiber, also wieder in eine Gerade. Daraus folgt auch, da8 f die Parallelitét
erhilt, also nach 2.8 eine Kollineation ist. Es sei umgekehrt f € Koll(V)
mit f(0) = ‘

/

f(w) flv+w)

Abbildung 19:

Seien v,w € V linear unabhingig. Das Parallelogramm 0,v,w,v + w geht
iiber in das Parallelogramm f(0) = 0, f(v), f(w), f(v + w). Andererseits ist
aber f(v) + f(w) die 4. Ecke des von 0, f(v), f(w) aufgespannten Parallelo-
gramms, also f(v +w) = f(v) + f(w). Es seien v, w lienar abhéngig. Falls
v = 0 oder w = 0, dann gilt klarerweise f(v + w) = f(v) + f(w). Sei nun
v#0,w#0, z¢ (v). Die Paare v+ w,2; v,w+2; w,z sind dann linear

unabhingig, somit
fo+w)+ f(z) = fl(v+w)+2)=fv+(w+2)
= f(o)+ flw+2) = f(v) + f(w) + f(2),
also wieder f(v+ w) = f(v) + f(w).
Es seien wieder v, w linear unabhingig. Da jedes \v € Ow ist, folgt daBl

f(w) € Of(v) , also  f(Av) = A7f(v)

fiir eine gewisse Bijektion o : K — K, die moglicherweise von v abhéingt.
Sei 7 die entsprechende Bijektion fiir w mit FOw) = X" f(w). Fir A #0

haben wir v, \w || vw, also

FOw), fOw) = X f(v), AT f(w) || F(v)f(w) , dh.,
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X () = A7 f(w) = y(f(v) = f(w))
und somit \° = )7 fiir alle A € K. Falls v, w linear abhingig ist, wéhlen
wir z ¢ (v) und wiederholen das eben Gesagte. Es bleibt zu zeigen, daf o
Automorphismus von K ist.
(i) (A +p)? =X+ X% Sei v # 0. Dann gilt
A+ fv) = F(A+p) o) =fho+mw)
= fOw) + fp) = XF(0) +p7 f(v) = (X +p7)f(v)
also (A +p)7 =A% +p° .
(ii) (Apn)? = A?u?. Sei v # 0. Dann gilt

(Am)? f(v) F((A)v) = f(Mpv))
= M f(w) =A"p’f(v) ,

i

also (Ap)? = A7u° ‘ O

Satz 2.20 Die bijektiven semilinearen Abbildungen von V bilden mit der
Komposition eine Gruppe S(V) < Koll(V). Die allgemeine lineare Grup-
pe GL(V) ist ein Normalteiler von S(V) mit S(V)/GL(V) & AutK.

Beweis. Die erste Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung von Satz
2.19 (S. 47). Sei f € S(V) mit f(hw) = X7 f(v), f71 (M) = N fH(o).
Dann haben wir Ao = f~1f(0v) = f YA f(v)) = X7 f 1 f(v) = Ao,
also A7 = ) fiir alle A € K, dh. 7 = o7'. Fiir f,g € S(V) mit
F(w) = X f(v), g(Mv) = X"g(v) haben wir gf (\v) = g(A*f(v)) = A7"gf(v).
In Zusammenhang sehen wir, da die Abbildung, welche jedem f € S(V)
dem Automorphismus o € Aut(K) mit f(Av) = A’ f(v) zuordnet, ein Epi-
morphismus ist mit KernGL(V). O
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Satz 2.21 Die Kollineationen eines afﬁneh Raumes AG(V) sind genau die
Kompositionen f = 7,f mit f € S(V), 7, € Tra(V). Also Koll(V) =
Tra(V).S(V), wobei jede Kollineation eindeutig als Produkt aus einer Trans-
lation und einer semilinearen Abbildung dargestellt werden kann. Ferner ist
Tra(V) Normalteiler in Koll(V) mit Koll(V)/Tra(V) = S(V).

Beweis. Klarerweise ist 7,f € Koll(V) fiir alle f € S(V), 7, € Tra(V).
Umgekehrt sei f € Koll(V), f(O) = v. Dann ist f = 7_,f € S(V) nach 2.19
(S. 47) , also f = 7, f. Aus f = 7,f = T, 1 folgt 7, f(0) = v =1, f1(0) = w
also v = w, 7, = 7y, und somit f = 7_,f = f1. Wir betrachten die Abbildung
von Koll(V') nach S(V), die jedem f = 7,f € Koll(V) die Abbildung f €
S(V) zuordnet. Sei g = 7,,g, dann haben wir gf(z) = g(rf(z)) = g(f(z) +
v) = gf(z) +9(v) = (rud) F(2) + 9(v) = 7(3F(2)) + 9(v) = §f (2) +w+g(v)
und somit aus der Eindeutigkeit der Zerlegung gf = gf. Die Abbildung
f > f ist surjektiv da jedes f € S(V) auf sich selbst abgebildet wird und
der Kern'ist {f =7,f: f=1}={f =7 :v eV} =Tra(V). O

Wir iiberlegen uns zum Abschlul, wie jene Kollineationen charakterisiert
sind, deren semilinearer Teil sogar linear ist. Obwohl wir in der affinen Geo-
metrie noch keine Lingenbegriffe zur Verfiigung haben, so kénnen wir doch
mehrere Sitze, die scheinbar der metrischen Geometrie angehoren, bereits

jetzt formulieren.

Satz 2.22 Seienv # w €V, z € vw,  # w. Dann existiert ein eindeutiges
e K, A#1, sodapv—x=\Nw-—z). Ungekehrt ezistiert zu 1l # A € K

genau ein T € D0 mit v — z = Aw — ).

Beweis. Ist £ = y dann gilt v — 2 = O(w — x). Andernfalls habe wir

(v— 1) = (w— z) also existiert A € K mit v — z = AMw — z). Zum Beweis
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der Umkehrung sei z = —~v+ 2w € 7w, dann ist v—z = 2-v— 2w
-1V T X1 J 177 X1
Aw — Az.

O

Definition. Seien v # w € V, © # w, £ € vw. Das nach Satz 2.22
eindeutige Element A = AMv,w : ) € K mit v — 2 = A(w — z) heifit das
Streckenverhdltnis der drei Punkte v,w,r in AG(V). Laut 2.22 gilt dann

x = —;\—}—_—1'0 -+ X—f—iw. Von der Anschauung motiviert, kénnen wir den Vektor
z mit A(v,w : £) = —1 den Mittelpunkt der “Strecke” v,w nennen, falls
charK # 2, dadann z = }(v+w) ist. Ein Beispiel wie das Streckenverhaltnis
in AG(V)) angewendet werden kann, ist der folgende Satz, andere sind in den

Aufgaben enthalten.

e

X
v

Abbildung 20:

Satz 2.23 Sei vy, vo, v3 € V ein Dreieck, © € U703, y € D103 T # U1, Vg,

y # vy, v3. Dann gilt TY || vovs <= A(v1, va : z) = A(vy, v3: y).

Vi

Abbildung 21:
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Beweis. Sei \; = )\(vl, v2 :z), Ada = A(v1, v : ¥), also z = _,\1_1—I”1 +
2livg, ¥ = —xog + o2gvs. Dann gilt 77 || 205 < 3y € K mit

z—y = v(vg — v3) @ 376Kmita:-y+'y(v2—v3) & Iy eK
mitx:—)\;lvl—i—fyvg—f—()"\? U+ Yl &= AL = Ao,

/\1 1
= Al 5 (da vy, g, v affin unabhéingig smd) = )\1 = Ag. O

Definition. Eine Kollineation f von AG(V) heift eine Affinitit , falls f alle
Streckenverhiltnisse erhilt, d.h. falls v—z = M\(w—z) impliziert f(v)—f(z) =
Mf(w) — f(z)) firallev£weV,r #w, A € K.

Satz 2.24 (i) Die Affinititen von AG(V) bilden mit der Komposition eine
Gruppe, bezeichnet Af f(V).

(it) Jede Translation ist eine Affinitit.

(iii) Jede bijektive lineare Abbildung ist eine Affinitdt.

Beweis. (i) ist klar. Sei 7, € Tra(V), v —z = A w — z). Dann gilt
(@) =7 (@) =v4+u—z—u=v—3 = Aw+u—2z—u) = A1 (w) — 7u(z)).

(iii) ist unmittelbar einsichtig. O

Satz 2.25 Die Affinititen von AG(V) sind genau die Kollineationen f =
7o f, deren f - Anteil linear ist. Es gilt die Aff(V) = Tra(V).GL(V) und
Aff(V)/Tra(V) = GL(V).

Beweis. DaB jede Kollineation f = 7, f mit f € GL(V) eine Affinitét ist,
folgt aus 2.24. Umgekehrt sei f = 7,f € Afi(V) und v — 2 = AMw — z). Es
sei 0 € AutK der zu f gehorende Automorphismus. f = 7_.f ist ebenfalls
Affinitét nach 2.24, woraus f(v) — f(z) = AM(f(w) — f(z)) = A (f(w) — f(2)),
also o = 1, resultiert, da A beliebig sein kann. O
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Die Satze 2.20,2.21 und 2.25 kénnen wir iibersichtlich mit exakten Sequenzen
darstellen, wobei wie iiblich das Bild einer Abbildung gleich dem Kern der
néchsten ist und inj Injektion bedeutet.

1 1
\ {
1 —» Tra(V) —» Aff(V) — GL(V) — 1
\J {
1 - Tra(V) — Koll(V) —» SV) - 1
3 1
AutK AutK
\ | {
1 1

Aufgaben

1. Sei E = (P,G) eine endliche affine Ebene. Wir wissen aus 2.2, daf je
zwei Geraden dieselbe Anzahl n von Punkten enthalten.

Zeige:

(a) |P| =n? |G| =n?+n.
(b) Jeder Punkt liegt auf genau n + 1 Geraden

(c) Jede Parallelklasse enthalt genau n Geraden.
2. Bestimme genau die Struktur der Kollineationsgruppe der Fano Ebene.
3. Sei P = R%. Wir definieren Geraden G auf 2 Arten:

(a) Jede Gerade {(z,y) : y = mz + b} in AG(R?) mit m < 0 und jede
vertikale Gerade {(z,y) : z = a} in AG(R?).
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(b) Jede Untermenge von R? der Form {(zy) : y = mz +by <
0} U {(z,y) : mz + b,y > 0} falls m > 0.

v

Abbildung 22:

Zeige, daB (P,G) eine nichtdesargues’sche affine Ebene ist.

4. Sei G Desargues’scher affiner Raum und O,P,Q,R,P',Q',R' 7 Punkte,
sodafl O = PP'NQRQY' N RR".
Zeige: Schneiden sich die Geradenpaare PQ, P’Q’ PR, P'R'; QR,
Q'R jeweils in einem Punkt, so sind diese 3 Schnittpunkte kollinear.

5. Zeige die Umkehrung von 4.

Abbildung 23:

6. Der Satz von Pappos besagt das folgende: Seien P,Q,R kollinear und
ebenso P', @', R, alle Punkte und Geraden verschieden. Schneiden sich
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die Geradenpaare PQ', QP'; PR, RP'; QR', RQ)' in 3 verschiedenen
Punkten, so sind diese Punkte kollinear.
Zeige: In AGg (V) gilt der Satz von Pappos fiir jede Wahl von Punkten

und Geraden genau dann, wenn K kommutativ, d.h. ein Korper ist.

. Satz von Ceva. Seien v;,vs,v3,r1,79,73 6 verschiedene Punkte in AG(V),
v1,V9,03 affin unabhingig, r; € U103, 1o € TiUz, r3 € TiU; und A\ =

A(v2,v3 1 1), A2 = M(vs, v1 1 79), Az = A(v1,v9 1 73).

Abbildung 24:

Zeige: Es gllt /\1)\2)\3 = -1 < v ” V2T “ V3T3 oder V171, UpTg,
U373 schneiden in einem Punkt. Folgere daraus den Schwerpunktsatz

fiir Dreiecke.

. Satz von Menelaus. Seien vy,v,,v3,r1,72,73 Wie in 7.

Zeige, daBB A\ A\gA3 =1 <= ry,ry,r3 sind kollinear.
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3 Pro jektivé Geometrie

Das Axiom 1.4 der Inzidenzgeometrie besagt, dafl der Durchschnitt zweier
Ebenen, die in einem 3-dimensionalen Raum liegen, nicht gerade ein Punkt
ist.. Wahlen wir die analoge Aussage eine Dimension niedriger, so erhalten

wir die Axiome der projektiven Geometrie.

Definition. Es sei P eine nichtleere Menge und G C 2% nicht leer. Das
Paar (P,G) heit ein projektiver Raum, wenn die folgenden Axiome erfiillt

sind:

III.1 )VP#QeP: J1ge Gmit {P,Q} Cyg
ii)geG=lg|>3
II1.2 VP,Q, R € P nicht kollinear Vh € G :
(hnPQ=5¢ {P,Q,R}, \nPR=T ¢ {P,Q,R}) = hnQR# o

.1 Im.2

Bemerkung. Axiom III.2 besagt nichts anderes, als dal zwei Geraden,
die in einer Ebene liegen, stets einen Schnittpunkt haben. Man w&hlt diese
Form, um den undefinierten Begriff “Ebene” entbehrlich zu machen. Laut
I11.1(ii) enthélt jede Gerade mindestens drei Punkte. Diese Verschirfung
- gegeniiber 1.1(ii) ist unwesentlich. Wiirde man nur 1.1(ii) fordern, so erhielte

man direkte Produkte von projektiven Réumen.
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Beispiel. Die Fano-Ebene auf 5.9 ist die kleinste projektive Ebene.und ist

als solche bis auf Isomorphie eindeutig.

Die Untersuchung der projektiven Riume vollzieht sich nun véllig analog
zu Kapitel 1. U C P heifit Unterraum, falls U mit je zwei Punkten stets
die ganze Gerade enthilt. Der Durchschnitt von Unterrdumen ist wieder
Unterraum, also besitzt jede Menge A C P einen eindeutigen Abschiuf A
und es gilt wiederum A = UBQA,| Bl<oo B. Entsprechend werden nun die
Begriffe Erzeugnis, unabhingig, abhingig und Basis iibernommen. Der zu

1.5 analoge Satz lautet nun:

Satz 3.1 Sei G = (P, G) projektiver Raum, A Unterraum und Q@ ¢ A. Dann
ist AV Q = Uxea XQ. Das heift, AV Q ist die Vereinigung aller Verbin-

dungsgeraden von @ nach A.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl C' = | Uy, AYQ Unterraum ist, d.h. daf
R,S € C = RS C C. Jede Gerade X@Q hat mit A genau X gemeinsam.

Fall i) R € A. Falls S € A oder
S € QR, so ist RS C A C C bazw.
RS = QS C C. Seialso S ¢ A,
S ¢ QR und X' = ANQS. Sei
TeRS,T#R, T+#S. Nach Axiom
IIL2 hat QT mit RX einen Schnitt-
punkt Y € A4, alsoist TeYQ C C.

Abbildung 25:
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Fall ii) R ¢ A, S ¢ A. Seien X =
RQONA Y =85QnA.

Nach Axiom IIL.2 hat die Gerade RS

- mit XY einen Schnittpunkt Z € A.

‘Nach Fall i) ist dann ZR = RS C C.

O

Abbildung 26:

" Mit 3.1 kénnen wir nun den Beweis des Hilfssatzes vor 1.6 und 1.6 selber

wortlich iibernehmen.

Satz 3.2 Se: G = (P,G) ein projektiver Raum. Jeder Unterraum besitzt

eine Basis und je zwei Basen haben dieselbe Mdchtigkeit.

Wie in Kapitel 1 definieren wir als die Dimension eines Unterraumes A,
dim A := |B| — 1, B Basis von A, und ebenso Punkte, Geraden, Ebenen,
Hyperebenen.

Die Standardbeispiele projektiver Rdume ergeben sich wieder aus den Vek-

torraumen.

Satz 3.3 Sei K Schiefkirper und V ein n-dimensionaler Vektorraum tber
K, n > 3. Sei P die Menge der 1-dimensionalen linearen Unterrdume und
G die Menge der 2-dimensionalen linearen Unterrdume von V. Dann ist
(P,G) ein projektiver Raum der Dimension n — 1 (wobei P € g bedeuten
soll, daf der 1-dimensionale Unterraum P ganz im 2-dimensionalen Unter-
raum g enthalten ist) und die Unterriume von (P, G) sind genau die linearen

Unterriume von V. Wir bezeichnen diesen Raum mit PG(V').
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Beweis. (u) # (v) € P sind in der eindeutigen Geraden (u) + (v) € G
enthalten. Jede Gerade (u) + (v) enthilt mindestens die Punkte (u), (v) und
{(u+ v). Seien u,v,w linear unabhingig und die Gerade h = (s) + (t) mit
s € (u)+(v), t € (u)+ (w), s ¢ (u), (v), t ¢ (u), (w). Dann ist s = Au+pv,
t = pu+ ow mit A, u, p,o # 0. Daraus folgt pA~1s — t = pA~'pv — ow, also
((s) + (t)) N ({(v) + (w)) # {0}. Die letzte Behauptung folgt aus dem Satz
 der Linearen Algebra, dal U C V linearer Unterraum ist genau dann, wenn

u,v € U impliziert (u) + (v) CU. a

Bemerkung. Unabhingige bzw. abhingige Mengen im Raum PG (V) sind
also genau linear unabhiingige bzw. abhingige Mengen von Vektoren im
Sinne der Linearen Algebra. Da die projektiven Punkte (u) bis auf skalare

Vielfache bestimmt sind, spricht man hier von homogenen Koordinaten.

Projektive Raume sind also Beispiele von Inzidenzrdumen, in denen je zwei
komplanare Geraden einen Schnittpunkt haben, d.h. in denen es tiberhaupt
keine Parallelen gibt. Betrachten wir die kleinste affine und projektive Ebe-

ne:
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Abbildung 27:

Wir sehen, da8 durch Weglassen der Geraden {1,2,3} aus der projektiven
Ebene die affine Ebene erhalten wird. Umgekehrt miissen wir zu je zwei
Parallelen {4,7}, {5,6}; {4,5}, {6,7}; {4,6}, {5, 7} neue Schnittpunkte im
“Unendlichen” hinzufiigen, um die projektive Ebene zu erhalten. Wir zeigen,

daf dieser Sachverhalt allgemein gilt.

Satz 3.4 Sei (P,G) projektiver Raum der Dimension n > 2 und H eine Hy-
perebene. (Hyperebenen existieren nach 3.2 stets; sei B Basis von P, P € B,
dann ist B — P Hyperebene.) Das Tripel (P|H,G|H,E|H) mit P|H := P—H,
G|H:={9—H:9€G,9g¢ H}, £|H :={a—H : a Ebene in (P,G), a £ H}
mit der induzierten Inzidenz ist dann ein affiner Raum der Dimension n.
Umgekehrt kann jeder affine Raum (P',G',E") durch Hinzunahme einer ge-
eigneten Menge H von “uneigentlichen” Punkten zu einem projektiven Raum
(P,G) erweitert werden, so daff P' =P|H, G’ = G|H, &' = E|H gilt.
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Beweis. Sei (P,G) und die Hyperebene H gegeben. Ist A Unterraum
von P, A ¢ H, so setzen wir A|H := A— H. Sei Q € A|H, dann folgt
aus 3.1, daB P = HV Q = Uy X@Q (wobei wir B fiir den Abschluf§ in
(P, G) schreiben), also A = Uyeang X@ = (AN H)V Q, d.h. insbesondere
dim, A = dim,(A N H) + 1. Aus dieser Uberlegung folgen unmittelbar die
Axiome 1.1 und 1.2 fiir (P|H,G|H,£|H). Sei o|H € £|H, P,Q € a|H. Dann
ist PQ° C o und daher PQ"|H C «|H, also gilt L.3. (P|H,G|H,E|H) ist
somit ein Inzidenzraum, dessen Abschlufi wir mit A — A" bezeichnen. Aus
der Definition ist klar, daB A" = A”|H fiir alle A C P|H und daB die A|H,
A Unterraum in (P, G), genau die Unterrdume in P|H sind. Weiter folgt
daraus A|H = B|H < A = B fiir alle Unterrdume A, B C P, da A aus
A|H durch Hinzufiigen aller Punkte X € g N H mit g|H C A|H entsteht.
Um 1.4 zu zeigen, seien o|H,B|H € £|H mit o|/H U B|H C PQRS", also
aUB C PORS®. Aus der eingangs angestellten Uberlegung folgt, dal aN H,
BN H Geraden und PQRS® N H eine Ebene in (P,G) sind. Nach Axiom
I11.2 haben daher N H, 8 N H einen Schnittpunkt X € PORS' N H. Ist
nun R € o|H N B|H, so gilt RX' C an g, also RX C alHNBH, dh
1.4. Wir zeigen schlieBlich das Parallelenaxiom. Seien P € P|H, g € G|H
mit P ¢ g|H und PUg|H C a|H € £|H. Wir wissen, daB h=aNH € g
und daB je zwei projektive Geraden in « einen Schnittpunkt haben. Sei
X = gNh. Jede Gerade durch P, die in « liegt, trifft g in einem eindeutigen
Punkt Y. Ist Y ¢ H, d.h. Y # X, so ist dieser Schnittpunkt auch in
der neuen Punktmenge P|H. Es existiert daher genau eine Gerade aus
a|H, welche g|H nicht trifft und daher parallel ist, ndmlich PX’|H. Aus
A = 74—p|H fiir alle A C P|H folgt A* ¢ A” und somit A C P|H “projektiv
unabhingig” = A ist “affin unabhingig”. Ist umgekehrt A C P|H affin
unabhingig und P € A, so haben wir A— P’ = A—P U(A-P nH),
also P ¢ A= P° d.h A ist auch projektiv unabhingig. Ist B affine Basis
des Unterraumes A|H, so gilt B" = A|H, also B® = A, d.h. B ist projektive
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Basis von A und wir haben insbesondere dim, A|H = dim,,A fiir alle
Unterrdume A in (P, G).

Sei nun umgekehrt ein affiner Raum (P, G, £’) gegeben. Unter einem unei-
gentlich Punkt B verstehen wir eine Aquivalenzklasse B paralleler Geraden;
H sei die Menge der uneigentlichen Punkte. Wir sagen B liegt auf der Ge-
raden g € @' falls g € B, und B liegt auf der Ebene a € &' falls eine B
enthaltende Gerade ganz in o liegt. Unter einer uneigentlichen Geraden ver-
stehen wir die Menge der uneigentlichen Punkte einer Ebene. Unter einer
eigentlichén Geraden die Menge aller eigentlichen und uneigentlichen Punkte
einer Geraden aus G'. Es sei nun P := P’ U H und G die Familie der eigent-
lichen und uneigentlichen Geraden, dann priift man leicht nach, da8§ (P, G)
mit der eben erklirten Inzidenz ein projektiver Raum ist mit P’ = P|H,

Gg'=G|H, & =£E|H. 4 b

Bei unseren Standardbeispielen PG(V), AG(V) vollzieht man die Konstruk-
tion aus 3.4 meist folgendermafen. Es sei V = K™, wobei wir die Vektoren
v € V mit (vg,v1,...,v,) bezeichnen. Wir wihlen als uneigentliche Hyper-
ebene H = {{(zo,...,2n)) : o = 0}. Jeder projektive Punkt (v) ¢ H
hat dann vy # 0, wobei wir durch Multiplizieren vy = 1 erreichen kdnnen.
Die Menge P|g der eigentlichen Punkte kann dann eindeutig als die Men-
ge Plg = {(},z1,...,2,) : 2z € K} aufgefafit werden, und wir erhalten
AG(K™).

Nach 3.4 ist also die Theorie der projektiven Riume vollig dquivalent der
der affinen Riume. Als Beispiel erhalten wir den zu 2.18 entsprechenden
Koordinatisierungssatz: Die Desargues’schen Rdume sind bis auf Isomor-
phie genau die Raume PG(V). Insbesondere ist jeder projektive Raum mit
Dimension > 3 isomorph zu einem PG(V'). Dafl man beide Theorien neben-

einander behandelt, hat neben historischen Griinden auch zweckméflige. In
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der proj-ektiven Geometrie lassen sich die meisten Konfigurationssétze ein-
facher formulieren, da man zwischen schneidenden und parallelen Geraden
nicht unterscheiden mufl. So lautet zum Beispiel der Satz von Desargues nun:
Sei O € PPPNQQ'NRR und S = PQNP'Q', T = PRNP'R', U = QRNQ'R’
dann sind S, T, U kollinear. Umgekehrt ist aber die Handhabung der Koor-

dinaten in den affinen Raumen AG(V) einfacher und iibersichtlicher, als die

der homogenen Koordinaten in PG(V).

Man kann nun die Diskussion der Kollineationen und Affinitéten aus Kapitel
2 auf projektive Riume iibertragen. Eine Kollineation von (P,G) ist eine
Bijektion 7 : P — P, welche Geraden auf Geraden abbildet. Die Menge der
Kollineationen bildet unter Komposition eine Gruppe, welche man im Raum
PG(V) mit PS(V) bezeichnet. Den Dehnungen entsprechen die Perspekti-
vititen (auch axiale Kollineationen genannt). Eine Perspektivititen m des
projektiven Raumes (P, G) ist eine Kollineation, welche eine Hyperebene H
punktweise festldft. H heifit die Achse der Perspektivitat. Ebenso kann man
die Sitze 2.19 bis 2.25 iibertragen. Sei PG(V), dimV > 3, gegeben. Jede bi-
jektive, semilineare Abbildung f : V — V induziert eine Kollineation ¢ = f
von PG(V) durch die Festsetzung ¢ (u) := (f(u)),u # 0. Der folgende Satz

ist das Analogon von 2.19.

Satz 3.5 Sei V Vektorraum iber K mit dim V > 3. Zu jeder Kollineation
¢ von PG(V) eristiert eine bijektive semilineare Abbildung f von V mit
Q= f . Ist g eine weitere bijektive semilineare Abbildung von V mit ¢ = g
und sind o und 7 die zu f und g gehérenden Automorphismen von K, so gilt
g(v) = f(Ww) fiir v € V und ein festes 0 # A € K und p" = (ApA~Y)7 fir
u € K. Umgekehrt ist § = ¢ fir jedes solche g.

Beweis. Wir zeigen die letzte Behauptung. Sei ¢ = f = g. Die semilineare
Abbildung f~!g bildet dann jeden Vektor v # 0 auf ein Vielfaches von v ab.
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Seien v, w linear unabhingig und f~g(v) = av, fg(w) = Bw, fig(v +
w) = (v + w). Wir haben nun f~'g(v + w) = f~1g(v) + flg(w) = aw +
Bw, also v = a = (3, da v,@ linear unabhingig sind und somit g(v) =
f(ow), g(w) = f(ow). Sind v,w # 0 linear abhiingig, so wihlen wir u ¢ (v)
und schlieflen wie eben, also ist g(v) = f(\v) fiir ein festes A € K und alle
v € V. Sei nun px € K. Dann haben wir g(uv) = f(Auv) = fQur~L ) =
AuX"Y) f(M) = g(v) = f(Aw), so haben wir g(v) = f(Mv) = A7 f(v), d.h.
(9(v)) = (f(v)) fiir allev € V. O

Als Folgerung haben wir:

Satz 3.6 Sei dim V > 3 und PS(V) die Kollineationsgruppe von PG(V).
Wir bezeichnen mit 1 : K* — S(v) die Abbildung, die jedem X\ € K® die
semilineare Abbildung v « v zuordnet und mit p : S(V) — PS(V) die
Abbildung, die jedem f € S(V) die Kollineation f zuordnet. Dann ist 1 —
K® 5 S(V) B PS(V) =1 eine exakte Sequenz.

Beweis. 4 und p sind klarerweise Homomorphismen, ¢ ist injektiv und p
surjektiv nach 3.5. Ferner ist f € ker(p) & f = id & f(v) = v fiir alle
v € V und festem X € K°. O

Entsprechend Kapitel 2 iiberlegen wir uns zum Schluf, wie jene Kollinea-
tionen ¢ = f aussehen, fiir die f € GL(V) ist. Man konnte analog zu
Kapitel 2 den Begriff des Streckenverhiltnisses auf die projektive Geometrie

iibertragen. Wir geben hier die folgende Charakterisierung.

Defintition. Sei (P,G) ein projektiver Raum. Die Projektivitdten von
(P,G) sind jene Kollineationen, die Produkte von endlich vielen Perspek-

tivitdten sind.
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Satz 3.7 Sei dimV > 3. Die Menge der Kollineationen ¢ € PS(V) mit ¢ =
f fir ein f € GL(V) bildet eine Untergruppe PGL(V) < PS(V) (procetive
general linear group) und PGL(V') besteht genau aus den Projektivitdten von
PG(V). '

Beweis. PGL(V) ist klarerweise eine Gruppe. Sei ¢ eine Perspektivitét,
welche die Hyperebene h punktweise festhilt, ¢ = f. Da f(v) = aw fiir
v € H folgt wie in 3.5 durch Betrachtung linear unabhéngiger Vektoren, daf
f(v) = M fiir alle v € H und festem 0 # A € K. Nach 3.5 gilt fiir g € S(V)
mit g(v) = f(A\"v),v € V, daB ebenfalls ¢ = §. g erfiillt nun g(v) = v fiir
allev € H. Sei o der zu g gehorende Automorphismus von K. Fiir0 #v € H
haben wir dann g(uv) = p?g(v) = u°v und g(uv) = pv. Daraus folgt nun
u® = p fiir alle p € K, also o = 1. Jede Perspektivitit ist somit in PGL(V)
und damit auch jede Projektivitit. Sei nun umgekehrt ¢ = f , f € GL(V).
Aus der Linearen Algebra wissen wir, daf f durch eine Dreiecksmatrix in
bezug auf eine gewisse Basis By = {e1,...,e,} dargestellt werden kann, das
heifit, wir konnen annehmen, da8 B; = {f(e1),..., f(€),€it1,---,€n} eine
Basis ist fiir jedes i. Sei nun g; € GL(V') jene Abbildung, welche B;_; auf
B; abbildet, das heit, g;(f(e;)) = f(e;) fiir j = 1,...,4— 1, gi(e;) = e; fiir
j=14+1,...,nund gi(e;) = f(e;). Jedes §; ist eine Perspektivitit, und wir
haben f = g, ... 9291, das heifit, fz Gn---01- |

Satz 3.8 Sei dim V > 3. Dann ist PGL(V) < PS(V) mit
PS(V)/PGL(V) = AutK/InnK, wobei InnK der Normalteiler der inne-
ren Automorphismen p > ApA~! ist. Weiter haben wir die ezakte Sequenz
1— 2° 5 GL(V) 5 PGL(V) — 1, wobei Z das Zentrum von K ist.

Beweis. Die Einschrinkung von p : S(V) — PS(V) aus 3.6 auf GL(V)
hat als Kern die linearen Abbildungen f : v + Av. Das heifit, f(uv) =
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Mw = pf(v) = plv, also Ap = p fiir alle g € K und somit A € Z*. Sei
¢ = f € PS(V) und o der zu f gehérende Automorphismus. Aus 3.5 wissen
wir, da8 die Zuordung ¢ — o das Bild modulo InnK deteminiert, und man

sieht leicht, da8 ¢ : PS(V) — AutK/InnK, t(p) = ocInnK Homomorphismus

ist. ¢ ist in kert, falls ein zu ¢ gehdrender Automorphismus die Identitét ist,

das heifit, falls ¢ € PGL(V) ist. : O
Wir konnen als Abbildungeh in einem Diagramm exakter Sequezen zusam-
menfassen: '
1 1 1
' ' !
1 - 2Z° — GL(V) —» PGLYV) —= 1
\J \J \J
1 - K — SV) — PS(V) — 1
\ \ -
1 - InnK — AutK — AutK/InmK — 1
. D )
1 « 1 1

Besitzt ein Korper K nur den identischen Automorphismus, wie zum Beispiel
Q oder R , so fallen die Gruppen GL(V) = S(V) und PGL(V) = PS(V)
zusammen. Jede Kollineation ist dann eine Projektivitit. Fiir einen Vektor-
raum iiber Chaben wir stets eine Kollineation ¢ zu, die nicht Projektivitét
ist, zum Beispiel ¢ = f mit f(x1,...,2,) = (Z1,...,Tn), Wo Z; die konjugiert
komplexe Zahl zu z; ist. Denn wire ¢ € PGL(V), so hétten wir laut dem

Diagramm z — Z = 1, da wegen der Kommutativitit von C InnC={1} ist.

Aufgaben
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. Sei E = (P,G) eine endliche projektive Ebene. Zeige: Es existiert

n €N, n > 2, so dafl

(a) [Pl=16]=n*+n+1.
(b) Jeder Punkt liegt auf genau n + 1 Geraden, und jede Gerade
enthilt genau n + 1 Punkte.

n heift die Ordnung von E. Was ist die Ordnung von P(V), V =
GF(q)*?

. Seien A, B Unterrdume des projektiven Raumes (P, G). Dann gilt dim

(AN B)+dim(AV B) =dimA+dimB. Falls dimA = dimB, so existiert
ein Unterraum C mit AVC =BVC =P und ANC=BAC=2.

. Beweise mit Hilfe von 2. den ridumlichen Desargues’schen Satz.
. Vervollstindige den Beweis in 3.4.

. Sei 7 eine Perspektivitit mit Achse H. Zeige:

(a) Falls 7(P) = P, n(Q) = Q fiir P #Q, P,Q ¢ H, dann ist 7 = 1.

(b) m ist vollstindig determiniert durch die Bilder 7(P), 7(Q); P,Q ¢
H.

(c) Ist w # 1, so existiert ein eindeutiger Punkt Py, so dal (g) = g fiir
jede Gerade g mit Py € g. P, heifit das Zentrum der Perspektivitdt
. m heit Homologie, falls Py ¢ H und Elation, falls P, € H. (Ist
es klar, daf diese Begriffe den Dehnungen mit Fixpunkt und den

Translationen entsprechen?)

(d) Eine Elation 7 ist durch das Bild (P) eines Punktes P ¢ H
vollstdndig bestimmt.
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6. Sei dimV =n > 3 und {P,,..., P}, {Qo,-..,Qn} Punkte in PG(V),
so daf8 in jeder Menge je n unabhingig sind. Zeige, dafl eine Kolli-
neation (sogar eine Projektivitit) ¢ existiert mit (FP;) = Q; fiir alle

7. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K, dimV = n > 3. Zeige:
Ist f € GL(V), so daB fn + 1 Punkte von P(V) festlaBt, von denen
keine n auf einer Hyperebene liegen, so ist f =1. Zeige, daB der Satz

fiir beliebige semilineare Abbildungen f nicht gilt und auch nicht im

allgemeinen fiir Schiefkorper.

8. Sei dimV > 3. Zeige, daB jede Kollineation von PG(V) eine Projekti-

vitiit ist genau dann, wenn K nur innere Automorphismen besitzt.
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4 Geordnete Geometrie

Definition. Ein planarer Inzidenzraum G = (P,G,E) heifit geordneter

Raum, falls zusitzlich folgende Bedingungen erfiillt sind:
IV.1 Jede Gerade ist linear geordnet.

" Zur Vereinfachung der Sprechweise sagen wir: R liegt zwischen P und Q,
falls P, Q, R verschiedene kollineare Punkte sind und P < R < @ oder
Q@ < R < P gilt.

IV.2 P # Q € P = 3R € PQ so daB P zwischen R und Q liegt.

IV.3 Sei P,Q, R Dreieck und g € G,g C PQR,gN{P,Q, R} = . Wenn g
einen Punkt X enthilt, der zwischen P und Q liegt, so enthélt g auch
noch einen Punkt zwischen P und R oder einen Punkt zwischen Q und

R.
IV.3 heifit das Pasch’sche Aziom. Einen geordneten Raum bezeichnen

wir kurz mit G..

Abbildung 28:

Bemerkung: Man kommt schon mit schwicheren Bedingungen aus, um die

lineare Ordnung auf der Geraden sicherzustellen.
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Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

Fiir die Aussage “X liegt zwischen P und Q” schreiben wir oft PXQ € 3
und setzen |P,Q[ := {X € P: PXQ € 3}, [P,Q] :=]P,Q[ U {P,Q},]P, Q[
und [P, g] heilen das offene bzw. abgeschlossene Intervall zwischen P und
Q.

Ahnlich sprechen wir von halb offenen Intervallen. Zum Pasch’schen Axiom
sagen wir kurz: Schneidet g eine Seite eines Dreiecks im Inneren, so noch
eine weitere.

Wir ziehen einige erste Folgerungen:

Satz 4.1 Seige G und P # Q € g, P < Q. Dann gibt es Punkte R,S,T mit
R < P < S <Q<T. Das heifst, jede Gerade ist in sich dicht und besitzt
weder ein gréfites noch ein kleinstes Element. Insbesondere enthdlt also jede

Gerade unendlich viele Punkte.

Beweis. Die Existenz von R und T folgt un-
mittelbar aus IV.2. Sei C ¢ PQ. Nach IV.2
gibt es Punkte D und E mit PCD € 3 und
EDQ € 3. Die Gerade EC schneidet PD im
Inneren, also nach IV.3 auch PQ. O

Abbildung 29:

Satz 4.2 Sei P,Q,R Dreieck, g € G, g N {P,Q, R} = @. Schneidet g eine
Seite des Dreiecks im Inneren, so schneidet g noch genau eine weitere Seite

im Inneren.
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Beweis. Angenommen gN PQ = R, g N
PR=@Q', gNQR = P' und es gilt PR'Q € 3,
PQ'R € 3, QP'R€ 3. Seio.Bd.A RP'Q €
3. Betrachten wir nun das Dreieck P, Q’, R’,
dann schneidet die Gerade RQ nur die Seite

’ Q'R’ im Inneren, im Widerspruch zu Axiom
Abbildung 30: IV.3. 0

Als eine der wichtigsten Folgerungen des Ordnungsbegriffes konnen wir Halb-

geraden, Halbebenen und allgemein Halbrdume definieren.

Definition. Sei g € G,0 € g. Die beiden Mengen ]O,-[:={X €g: X >
0)} und [,O[:={X €g : X < 0} heiBen die beiden Halbgeraden von g mit
Scheitel O.

Ist p eine Halbgerade, so schreiben wir O(p) fiir den Scheitel und p~ fiir die
entgegengesetzte Halbgerade. Die Gerade g, bestimmt durch p (oder p™), ist
also die disjunkte Vereinigung g = pU{O(p)}Up~. Ist O € g, O # P € g, s0
bezeichnet OP* die Halbgerade mit Scheitel O, welche P ehthiilt, und OP~
die Halbgerade mit Scheitel O, welche P nicht enthilt.

Wir sehen, da die beiden Halbgeraden induziert durch O € g genau die
Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation X ~ Y <= [X,Y]N{0} = @ auf

g— {O}'sind. Dies wollen wir nun auf beliebige Dimension verallgemeinern.

Satz 4.3 Seien a, B Unterrdume des geordneten Raumes G« mit o C B und
dim(a) = dimB — 1 > 0. Die Relation X ~Y := [X,Y]| N {a} = & ist eine -

Aquivalenzrelation auf 8 — o mit genau 2 Aquivalenzklassen.
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Beweis. ~ ist sicherlich reflexiv und symmetrisch. Sei nun X ~Y, Y ~
Z. Angenommen X ¢ Z, dann existiert R € o N [X,Z]. Daraus folgt,
daB X,Y,Z ein Dreieck ist mit R € aNXYZ und oV XYZ = §3. Nach
1.8 folgt daraus a N XY Z = g € G. Die Gerade g schneidet XZ in einem
weiteren Punkt, ndmlich R, muf} also nach IV.3 auch nochf)ﬁ oder YZ im
Inneren schneiden, im Widerspruch zu X ~ Y, Y ~ Z. ~ hat mindestens 2
Aquivalenzklassen aufgrund von IV.2. Es bleibt zu zeigen, dal X # Y, X
Z impliziert Y ~ Z. Dies ist klar, wenn X,Y,Z kollinear sind. Sei nun
X,Y,Z ein Dreieck und R € [X,Y] N, S € [X, Z]\ﬂ a. Wiren R, S, T
kollinear, g = RST, so wiirde g alle Seiten des Dreiecks X,Y, Z im Inneren
treffen, was nicht geht nach 4.2. Also ist RST eine Ebene, d.h. RST =
XYZ C ¢, im Widerspruch zu X,Y,Z € 8 —a. _ O

Die beiden in 4.3 konstruierten Aquivalenzklassen ~*,7~ heifien die
Halbrdgume von [ beziiglich a;7t U a,7~ U a heiflen abgeschlossenen
Halbrdume und « heifit der Rand von 4+ und v~ und wir schreiben o =
bd(y*) = bd(y~). Es gilt also 8 =T Ubd(y") U~y~. Analog zu oben fiihren
wir folgende Bezeichnung ein: Ist P € a so bedeutet aPt den Halbraum
aV P beziiglich o, der P enthilt und aP~ den entgegengesetzten Halbraum.
Fiir Geraden g = PQ schreiben wir kurz PQR*, PQR™. Das heifit, PQR*
ist die Halbebene von PQR beziiglich der Geraden PQ, welche R enthilt;
entsprechend fiir PQR~. Ist H Hyperebene, so schreiben wir H*, H fiir die
beiden Halbhyperebenen, in welche P durch H zerlegt wird. Als Ergénzung

zu 4.3 zeigen wir, daf ein Halbraum einen eindeutig bestimmten Rand hat.

Satz 4.4 Seien o # o' C (3 mit dim(a) = dim(d’) = dimB — 1 und 8 =
yrUaUy™ = 6T Uad' U~ die Zerlegungen in offene Halbrdume. Dann sind

yH ™ #£6%,07.
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Beweis Angenommen 4+ = §*. Dannist a — o/ C 67, —a C 7. Sei
Peca—d,Q €. Wegen P €d™,Q € " existiert R € o' N [P,Q]. Da
Red —aCy,Q €t existiert S € aN[R,Q]. Das heifit die Gerade
PQ = PS ist in @, im Widerspruch zu @ ¢ a. O

Die Aussage in 4.3 ist fiir Dimension 1 dquivalent zum Pasch’schen Axiom

Satz 4.5 Sei G ein Inzidenzraum, der IV.1 und IV.2 erfillt. Gilt fir jedes
g€G, a€& gCa, dafp X ~Y & [X,Y]Ng=0 eine Aquivalenzrelation

auf o — g mit genau zwei Klassen ist, dann erfillt G auch IV.3.

Beweis. Sei P,Q, R Dreieck und g € G mit gn{P,Q, R} =@, gN[P, Q] #
@. Dann gilt P o Q und daher P ¢ R oder Q # R, da ~ genau zwei Klassen
besitzt. ‘ O

Als neuen Begriff der geordneten Geometrie koénnen wir nun Winkel

einfiihren.

Definition. FEin Winkel in dem geordneten Raﬁm G, ist ein Paar p =
OP*, ¢ = OQ* von nicht kollinearen Halbgeraden mit demselben Scheitel
O = O(p) = O(q). Wir schreiben <((p, g) oder <(POQ).

Satz 4.6 Sei der Winkel <(p,q) mit O = O(p) = O(q) gegeben, a = pUq.
Dann sind g und g~ in verschiedenen Halbebenen von o beziiglich der Geraden
pU{O}Up~ und analog p und p~ in verschiedenen Halbebenen beziiglich der
Geraden U {O}Uq™.
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Q

Abbildung 31:

Beweis. Seien R,S € qUq™ und g =pU {O}Up~. Dann ist [R,S]Ng #
@« 0 € [R,S] < R,S in verschiedenen Halbgeraden ¢,q. O

Seien p,q Halbgeraden mit Scheitel
O = O(p) = O(q), P € p, Q € q. Bezeichnen
wir mit pgt die Halbé¢bene bestimmt durch
g =pU{O}Up~, welche g enthilt und analog
pg~, dh. pgt = OPQ*, pg~ = OPQ,
dann teilt also jeder Winkel <(p,q) die
Ebene « in 4 disjunkte Wainkelfelder:
pgt Nap™, pg* Ngp~, pg~ Nqp*, pg~ Ngp~.
q - pgt N gpt heifit das innere Winkelfeld
Inn<(p,q), die Vereinigung der ande-
ren Winkelfelder das dufere Winkelfeld
AuB<(p,q). Es gilt also: AuB<(p,q) =
Inn<«(p, ¢) UInn<(p~, q) UInna(p=,q~).

Abbildung 32:

Sei <(POQ) Winkel in der Ebene c. eine Halbgerade OR" heifit eine
innere Halbgerade , falls R € Inn<(POQ), d.h. ORY C Inn<(POQ) nach

4.6, ansonsten dufere Halbgerade .
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Satz 4.7 Sei <(POQ) Winkel in o und r Halbgerade in a mit O(r) = O.
Genau dann ist v innere Halbgerade, wenn rN|P,Q[# @. Das heifit, alle
inneren Halbgeraden sind von der Gestalt ORY mit R €]P, Q).

Beweis. Jedes R.€]P,Q ist in OPQ*T N
OQP™, also ist OR" innere Halbgerade. Die
Umbkehrung folgt unmittelbar aus Axiom IV.3.

: O

Abbildung 33:

Die Bezeichnung “abgeschlossener” Halbraum deutet schon auf topologische

Begriffe hin.

Definition. Sei G. geordneter Raum. G. wird zu einem topologischen
Raum G, indem wir als Basis fiir die offenen Mengen alle endlichen Durch-
schnitte von Halbhyperebenen nehmen. Das heifit, A ist genau dann offen,
wenn A = U;e; Njes Hij» I beliebig, |J| < oo und Hy; Halbhyperebene. Die
so erklirte Topologie heiflt Ordnungstopologie auf G .

Um Verwechslungen auszuschlieBen, wird der topologische Abschluff von A
mit cl(A) bezeichnet. '

Satz 4.8
(i) Alle Unterrgume von G sind abgeschlossen.
(i4) Alle abgeschlossenen Halbriume sind abgeschlossen.

(iii) Ist v+ Halbmum, so ist jeder Punkt von bd(y*) ( topologischer) Rand-
punkt von v+ und es gilt cl(yT) =y U bd(y7).



78 | 4 GEORDNETE GEOMETRIE

(iv) Gc ist Hausdorff’sch, d.h. zu je zwei Punkten P # Q existieren Um-
gebungen U,V mit Pe U, Q eV, undUNV = 2.

Beweis. Eine Hyperebene ist abgeschlossen, da sie Komplement der Verei-
nigung der beiden Halbhyperebenen ist. Da jeder Unterraum nach 1.7 Durch-
schnitt der ihn enthaltenden Hyperebenen ist, folgt i). ii) ist sicher richtig
fiir abgeschlossene Halbhyperebenen. Sei 8 = alUy™Uy~ eine Zerlegung von
B und H eine Hyperebene mit o« C H, 8 ¢ H , (H existiert nach 1.7 und
H?*, H- die Halbhyperebenen induziert von H. Day*NH =7y NH =&
ist, haben wir y* C HY, v~ C H~ bei geeigneter Numerierung. Also ist
BN(HUH) = (BNH)U(BNH") =aUxyt, dh. aU~* ist abgeschlos-
sen. Sei nun wiederum 8 = yTUbd(yT)Uy~ Zerlegung von 8, P € bd(y™),
NE_, H;" offene Basismenge mit P € (i, H;, wobei P = H;"UH;UH; fiir
i =1,...,k Umiii) zu beweisen, zeigen wir, da NH; Ny # @ # NH; Ny~
Sei @ € v*, R € v~ und P, Q, R kollinear, wobei 0.B.d.A. Q < P < R. H;
hat mit g = QR hochstens einen Schnittpunkt, da g Z H;. Unter all diesen
Schnittpunkten und @, R gibt es einen grofiten Punkt @' € g mit Q' < P '
und einem kleinsten Punkt R’ € g mit P < R'.

Sei @' < S < P <T < R aufg. Dann gilt [S, PINH; = @ = [P, T)NH, fiir al-
le 4, also [S, PJU[P, T] C N, H; wegen P € (\°_, H;f, somit S € NH; Ny*,
T € NH;' Ny~ . Zum Beweis_von iv) wihlen wir R € PQ, PRQ € 3 und
eine Hyperebene H mit R € H, P ¢ H (1.7). Dann ist auch Q ¢ H und
PeHY", Qe H mit HtNH™ = @. O

Setzen wir das Dedekindsche Axiom voraus, so konnen wir die Existenz von

Parallelen beweisen.

Definition. Ein geordneter Raum G heifit stetig geordnet , falls jede Ge-
rade das Dedekindsche Anordnungsaxiom erfiillt, d.h. falls jede nichtleere
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nach oben beschrinkte Punktmenge ein Supremum und, analog, jede nicht-

leere nach unten beschrinkte Punktmenge ein Infimum hat.

Fiir unsere Zwecke ist die folgende #quivalente Formulierung nﬁtzlich: Sei
g € G und g = hUk eine beliebige disjunkte Zerlegung in nichtleere Mengen
h,k mit P < Q@ fiir alle P € h, @ € k. Dann existiert ein Punkt D mit P <
D < Q fiir alle D # P € h, D # Q € k. Klarerweise ist D =suph = infk.
Ob D in h oder k liegt, ist dabei gleichgiiltig.

Satz 4.9 Sei G ein stetig geordneter Raum, P € P, g € G mit P ¢g.
Dann ezistiert mindestens eine Parallele zu g durch P. Mehr noch: Gibt es

mehr als eine Parallele, so ezistieren zwei eindeutig determinierte “Randpar-
allelen” mit Halbgeraden h # k, O(h) = O(k) = P, so daf:

k™ b (i) g C Inn<(h,k)

(1)) Le G, 1 # h,k mit P € [ ist genau dann
h k . " Parallele, wenn 1 C Inn<(h, k™ )U{P}U
g Inn<(k,h™).

Beweis. Seien Q,R € g, Q # R, R' € PR™, Q' € PQ~. Wir betrachten
<(QPR') und die Menge # aller inneren Halbgeraden von <(QPR).
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Abbildung 34:

Q R

Abbildung 35:

4 GEORDNETE GEOMETRIE

Nach 4.7 korrespondiert jede solche Halbge-
rade s bijektiv zu einem Punkt S €]Q, R'[.
Wir zerlegen |Q, R'[ und damit H in zwei dis-
junkte Klassen H; und H; je nachdem, ob
PStNg # @ oder PSTNg = @. Offen-
bar gilt H = H1UH,y, Hi # &, Ha # 9. sei
0.Bd.A. Q < R auf QR'. Ist PS* € H,,
TeQR,Q<T<S,soist PTt € My, da
PT*N|U, Q[# @ nach IV.3 angewandt auf das
Dreieck S, U, Q und die Gerade PT. Da QR’
stetig geordnet ist, existiert also eine Halbge-
rade h € H, die zwischen je zwei Halbgeraden
# h aus H; und H, liegt, wobei h € H; lie-
gen mufl wegen IV.2, d.h. hNg = @. Analog
zerlegen wir die Menge K aller inneren Halb-
geraden von <(RPQ') in K;, K und schlie-
fen wiederum auf eine eindeutige Halbgerade
k, die zwischen je zwei Halbgeraden # k aus
K1 und K, liegt, wobei kN g = &. Falls h, k
kollinear sind, ist hU{P} Uk nach 4.6 die ein-
deutige Parallele zu g durch P. Es seien nun
h, k nicht kollinear. Falls A~ N g # &, dann
gibe es nach 4.6 eine Halbgerade [ € H; mit
I~ € K; nach Definition von k&, d.h. die Gera-
de {U{P}Ul™ hétte mit g zwei Schnittpunkte,
was absurd ist. Also sind h und k Parallelen

und es folgt i) aus ii). O

Ein besonders einprigsames Beispiel fiir 4.9 wird durch das Halbebenenmo-
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dell von Poincaré geliefert. Wir betrachten die affine Ebene AG(RZ). Die
Punkte unseres Raumes sind P := {(z,y) € R? : y > 0}, die Geraden G
sind alle Mengen der Form {(z,y) € P : z = a}, a € R, und alle Mengen
{z9)eP:(z-a)+y*=r’},a,r€R, 7> 0.

Abbildung 36:

T

SchlieBlich ist £ = {P}. P wird lexikogra-
phisch geordnet, d.h. (z,y) < (z1,%1) : <>
z < z; oder x = x, ¥ < ¥, und die Ge-
raden werden dann mit der eingeschrénkten
Ordnung versehen. Man priift leicht nach, daf
alle Inzidenzaxiome und Ordnungsaxiome in-
klusive das Stetigkeitsaxiom erfiillt sind. Das
Parallelenaxiom ist nicht erfiillt und man ver-
anschaulicht sich 4.9 an Hand von der nach-
folgenden Abbildung. '

R

Abbildung 37:

Wir nehmen nun zu den Inzidenz- und Anordnungsaxiomen (aber ohne Ste-

tigkeitsaxiom) das Parallelenaxiom hinzu. Ein solcher Raum G heifit dann

geordneter affiner Raum . Was konnen wir nun {iber den Koordinatisierungs-

bereich K bzw. iiber die Kollineationen aussagen?

Seien g # h € G in einer Ebene o Wir schneiden g, h durch ein Biischel B

paralleler Geraden in «, die weder zu g noch zu h parallel sind. B definiert
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durch g+ kNI, 1 € B eine Bijektion von g auf h, die wir eine Parallel-
projektion von g auf h nennen. Insbesondere erhalten wir im Fall g||h also

eine Translation .

Satz 4.10 Jede Parallelprojektion von g auf h erhilt die Zwischenrela-
tion. Insbesondere erhdlt jede Translation von g, die g nicht in sich selber

tberfiihrt, die Zwischenrelation.

Abbildung 38:

Beweis. Der Fall g||h 148t sich auf gNh # @ zuriickfiihren durch Einfiihren
einer Hilfsgeraden k mit kNg # @ # kNh. Sei also gNh # &, P = gNh und
f eine Parallelprojektion von g auf h. Seien @, R € g — { P} mit PRQ € 3.

Nach IV.3 angewandt auf das Dreieck P, Q, f(Q) und die Gerade Rf(R) muf§
Rf(R)N|P, f(Q)[# 2, das heiit Pf(R)f(Q) € 3 sein, da Rf(R)||Qf(Q) ist.

Ebenso erledigt man die anderen Félle. m|

Satz 4.11 Es seien g # h € G, g||h. Ist f eine Parallelprojektion von g auf
h und f' eine Parallelprojektion zuriick auf g, so erhdlt f'f die Ordnung auf

g.
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£(P) (@ .

¢ g
P Q P'=ff(P)Q

Abbildung 39:

Beweis. Fiir f' = f~! ist die Behauptung trivial. Sei P € g mit P < P' =
f'f(P). (Der Fall P > P’ geht analog.) Nach 4.10 erhdlt f'f die Ordnung
auf g oder dreht sie um. Es geniigt also, einen Punkt ) # P zu finden, dessen
relative Ordnung zu P erhalten bleibt. Sei P < @ < P’. Nach IV.3 schneidet
Qf(Q) das Intervall |f(P), P'[ in einem Punkt R, das heiBt, P'Rf(P) € 3.
Parallelprojektion mittels des g-Biischels von P’f(P) auf Qf(Q) impliziert

QRf(Q) € 3 und Parallelprojektion mittels des f(P)P’-Biischels von Qf(Q)
auf g impliziert QP'Q’ € 3, das heifit, P’ < Q'.

O

Die Ordnung auf G wird sich naturgemif im Koodinatisierungsbereich wie-

derspiegeln. Wir geben daher folgende

Definition. Eine Gruppe M™ heifit eine geordnete Gruppe , falls auf M

eine lineare Ordnung definiert ist, so daB fiir alle z,y,z € M
r<<y=r+z<y+z,z+r<z+y.

Ein Schiefkdérper K+ heiit geordneter Schiefkirper , falls K + eine geordnete
Gruppe ist und
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z>0,y>0,=2y>0.

Die folgenden Eigenschaften sind unmittelbar einsichtig.

~ Satz 4.12 Sei KT geordneter Schiefkérper. Dann gilt:

(1) 2>0& —z 0, z<y&ey—z>0.
(i) >0, y>0=>x+y>0.
(i) = # 0 = x? > 0, insbesondere ist also 1 > 0.

(v) <y, z>0=z22z<yz, 2z < 2y
<y, z2<0=22>yz 22 > 2y.

(v) K< ist in sich dicht und besitzt weder ein groftes, noch ein kleinstes

Element.

Fiir z € K definieren wir den Absolutbetrag |z| := max(z, —z). Dann gilt:

(i) |z]| >0 und |z| =0 2 =0.
(i) |zyl = |={lyl.

(iii) |z + y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung).

Der folgende Satz stellt nun die genaue Verbindung der Ordnung in der Geo-

metrie und der Ordung im Schiefkorper her.

Satz 4.13 Es sei AGg(V) ein geordneter, Desargues’scher affiner Raum.
Dann kann K so geordnet werden, daf fiir jede Gerade g = {a+Au : e K}
gilt:
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a+ M, a+ pu, a+vu € 3 in g < M\uv € 3 in K. Umgekehrt definiert jeder
geordnete Schiefkérper K durch die Festsetzung a + Au < a + pu :& A < p,
wobei a, u beliebig vorgegeben werden, eine Ordnung auf jeder Geraden g =
{a+ M : X € K} und AGk (V') wird dadurch ein geordneter Raum, fir den
der erste Teil des Satzes gilt. ‘

Beweis. Es sei AGk(V) geordnet und g eine feste Gerade mit 0 € g. Sei
P € g mit 0 < P und u der zugehorige Ortsvektor. Wir definieren nun die
Ordnung auf K : A < p & Au < pu auf g. Offenbar ist < eine lineare
Ordnung auf K mit 0 < 1 (nach Wahl von u). Sei A < p, p € K.

g ® °
0 M pu (A+plupu (1 + p)u

Abbildung 40:

Die Translation v — v+ pu auf g setzt sich aus zwei Parallelprojektionen hin
und zuriick zusammen, also gilt nach 4.11 A + p < p + p, das heifit, K ist
geordnete Gruppe. Seien A, p > 0 und die Paralellprojektionen von g auf h

und zuriick auf g wie in untenstehender Abbildung gegeben.
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h

0 pu v (Awu Au

Abbildung 41:

Die Komposition f der beiden Projektionen fiihrt u in pu und pu in (Ap)u
iiber (Dehung v +— Av) und erhilt nach 4.10 die Ordnung auf g oder kehrt
sie um. Danun 0 < uw und 0 = f(0) < f(u) = pu, erhdlt f die Ordnung, und
es gilt f(Au) = (Aw)u > 0, das heifit, Ap > 0 in K. K. ist also geordneter
Schiefkérper . Um die Behauptung des Satzes fiir beliebige Geraden nachzu-
weisen, geniigt es nach 4.10 Geraden durch 0 zu betrachten, wobei wir uns
auf die Darstellung h := {Av: A € K}, v ¢ (u), beschranken kénnen nach
dem ersten Teil des Beweises. Die Abbildung f : g — h, f(Au) = v ist
Parallelprojektion, also gilt v, pv, vv € 3 & Au, pu, vu € 3 < Auv € 3.

Es sein nun umgekehrt K. ein geordneter Schiefkorper und jede Gerade g € G
angeordnet wie im Satz. Die Axiome IV.1 und IV.2 sind trivial erfiillt (IV.2
~wegen 4.12(v)). Es sei g = b+ (v) eine andere Darstellung von g mit b =
a+pu, v = ou. Wir betrachten zwei Punkte b+ v = a-+ (p+Ao)u, b+pv =
a+(p+upo)u. Dann gilt b+Av < b+puv & p+Ao < p+poc & Ao < po. Ist also
o > 0, so ist die Ordnung in bezug auf b, v genau dieselbe, ist 0 < 0, so dreht
sich die Ordnung um. Jedenfalls ist aber die Zwischenrelation bereits durch
K, unabhingig von der Darstellung einer Geraden, gegeben. Seien v # w,
dann ist 7w = {w+A(v—w) : A € K} und daher [v,w] = {Aw+(1-Nw:0<
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A < 1}. Es bleibt der Nachweis von IV.3. Seien a, b, ¢ ein Dreieck und g € G
mit gNb, c[# @, also gNJb, c[= Aob + (1 — Ao)c fiir ein A\g € K, 0 < Ag < 1.
Ist g||ab, so ist g = {Aob+ (1 — Xo)c+p(b—a) : p € K} und der Schnittpunkt
gnNac ist gegeben durch A\g+ p = 0, das heiflt, Aga+ (1 — Ag)c €]a, ¢[. Sei nun
g }f ab mit Schnittpunkt poa + (1 — po)b. Angenommen, dieser Schnittpunks
ist auerhalb [a, b], das heifit uo ¢ [0,1](& pgt < 1).

C

)\0[) + (]. - /\o)c

a : b HoQ + (1 - Mo)b

Abbildung 42:

Der Schnittpunkt d = gNac habe die Darstellung p(Aob+ (1 — Xo)c) +o(pa+
(1—po)b). Dann ist p+o0 =1, p;\0+a(1—uo) =0, also 0 = Ag(Ag+po—1)"".
Die affine a-Koordinate von d ist daher. oy = Ag(Xo + po — 1) o und wir
miissen zeigen, daB 0 < oug < 1(& (o)™t > 1), das heift, ug' (Mo + po —
DAg! > 1. Wir haben 0 < Mg < 1, also \y* > 1 und 1 — pg' > 0. Daraus |
folgt (1—pg Ayt > 1—pgt, somit pg (Mo+po— 1At = pg +(1—pg HAgt >
pot +1—pgt =1 0

Definition. Sei G ein geordneter affiner Raum. Unter KollG. verstehen
wir die Menge aller Kollineationen von G, welche die Zwischenrelation erhal-
ten, das heifit, f € KollG. genau dann, wenn PQR € 3. Die Ordnung auf
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einer Geraden bleibt also erhalten, oder sie geht in die inverse Ordung iiber.
Fir G = AGk(V) schreiben wir Koll(V)..

Satz 4.14
(i) KollG. ist eine Gruppe.

(ii) Sei G« = AGkg(V)< und K. geordnet gemdfi 4.13. Dann ist
Koll(V)< = Tra(V).S(V)<, wobei f € S(V)< falls der zu f gehdren-
de Automorphismus o die Zwischenrelation in K erhdlt. Tra(V') ist
Normalteiler von Koll(V)< mit Koll(V) </ Tra(V) = S(V)<.

(iii) AF(V) < Koll(V)..

Beweis. (i) ist klar. Tra(V) < Koll(V) nach 4.10 und dem ersten Teil des
Beweises von 4.13. Sei f = 7, f, f € S(V), die nach 2.21 eindeutige Zerlegung
von f € Koll(V).. Dann ist f € Koll(V)< nach (i), also Au, pu,vu € 3 &
FOw), f(uuw), f(vu) € 3 & X f(u), u° f(u), v’ f(u) € 3 nach 4.13. Die letzte
Behauptung von (ii) und (iii) sind nun klar. O

Sei V n-dimensionaler Vektorraum iiber dem geordneten Schiefkorper K.
Dann konnen wir die Vektoren z € V als n-Tupel z = (z1,...,2,) € K"
auffassen und AG(K™) zu einem geordneten Raum gem&8 4.13 machen. Da-
neben konnen wir aber die Ordnung von K. auch lexikographisch auf K"
iibertragen:

(1., %) < (WU1y- -y Yn) 7 T1 = Y1,..., Ticy = Yio1, T; < ¥; fir ein i, und
die Geraden durch Einschrinkungen dieser Ordnung linear ordnen. Uberle-
gen wir uns, daf die lexikographische und die durch 4.13 gegebene Ordnng
auf jeder Geraden (bis auf mégliches Umdrehen) dieselbe ist. Sind némlich
a+Au, a+ pu, a+vu € 3 gemif 4.13, so haben wir Auv € 3 in K¢ und somit
(a1+ Ay, . . .y G+ Atp), (@1 + B0, . G+ Py, (G141, - - -, G+ VU) € 3,
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lexikographische Ordnung. Die Umkehrung ist ebenso klar. Die Koordina-
tendarstellung erlaubt nun eine bequeme Beschreibung der Halbrdume.

Satz 4.15 Sei AG(K™) tber dem geordneten Schiefkirper K. gegeben. Ist
die Hyperebene H = {(z1,...,%,) : T1h1 + ... + z,h, = ¢}, kurz geschrieben
H = {z : zh = ¢}, so sind die Halbhyperebenen durch H* = {z : z - h > ¢}
und H™ = {z : - h < ¢} gegeben. Ist dllgemem der Unterraum 8 gegeben
durch z - B = O, ...z - h*) = ®) ynd o C B, dima = dimB — 1
durch die weitere Gleichung x - K*+1) = c*+1) gegeben, so sind die beiden
Halbriume von B beziiglich o gegeben durch z - h® = c®, ... z-h® = ®),
2 - BEHD > 5D pouy 2. pEHD) < ok 1)

Beweis. Es geniigt die erste Behauptung zu zeigen. Seien a,b € H*, dann
ist Ma+ (1 =XAb) -h=2Aa-h)+ 0 =Nb-h) > A+ (1-Nc = c,
also insbesondere [a,b] C H™*; analog fir H~. Seinun a € H*, b € H™,
a-h=c+cg, b-h=c—cp, cycp > 0. Fiir A = cp(ca+cp) L gilt 0 < A < 1und
ferner (Aa+(1—A)b)-h = Ac+Aca+(1=AN)e—(1=A)ep = A(ca+cp) —cp+c = c,
dh. Aa+(1—\be H. O

Mit 4.15 erhalten wir eine weitere Beschreibung der Ordnungstopologie aus
4.8 auf AG(K™). Wir versehen die Kette K. mit der Intervalltopologie K,
indem wir als Basis fiir die offenen Mengen alle offenen Intervalle Ja,b], a <
b € K, nehmen. K™ wird dann mit der Produkttopologie versehen, d.h. eine
Basis fiir die offenen Mengen sind alle ,,offenen Quader* '

T ai, b= {(@1, ..., zn) a1 < 23 < by, ... ,an—< Tp < bp}.

Satz 4.16 Die Produkttopologie auf K™ und die Ordnungstopologie aus 4.8
(S. 77) sind identisch. ’
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Beweis. Sei D = []i_]a;, b und ¢; := (0,...,1,0,...0) der i-te Ein-
heitsvektor. Dann ist D = (o, H N N, Ly mit B = {z : z;-e >
a;}, Ly = {z : z-e; < b}, also ist D offen in der Ordnungstopolo-
gie aus 4.8(S.77). Sei nun E = (", H;" Basismenge der Ordnungstopo-
logie, Hf = {z : z-h® > c®}, wobei wir stets z - h® > ¢ an-
nehmen kénnen (ansonsten multiplizieren wir mit -1) und v € E. Wir
miissen einen offenen Quader F mit v = (v,...,v,) € F' C E finden. Sei
§ = minit. (v B — ) > 0, und € = mini—y, x5 (Z?=1 [hg.")|)“1 >0,
wobei h® = (b, ..., h{). Fiir F =[], Jv; —¢,v; +¢[ gilt dann v € F C E.
Dennsei z € F, z = v —r mit r = (rq,...,7,), dann ist |r;| < € fiir alle
und somit |r - h(i)| = [rh? + .+ | < € i Ihg-i)| < 4. Daraus folgt
nmn z-h® =v-h® —r b0 > v hO —§> v h® — v BO + (i) = O fiir
alle 7, also z € E. 0

Wir betrachten zum AbschluB jene Desargues’schen geordneten Ré&ume
AG(V), in denen das Stetigkeitsaxiom gilt. Laut 4.13(S.84) heifit dies, daf
K7 eine stetig geordnete Gruppe ist. Es gilt nun folgendes Resultat (siehe
Zahlen, 6.6, S. 129): {0}, Z¥ und RY sind bis auf Isomorphie die einzigen
stetig geordneten Gruppen.

Da K. in sich dicht ist, mufl also K = R} sein. Weiter gilt fiir einen
geordneten Schiefkérper K37, daf K} = RY" impliziert K2* = RE (siehe

Zahlen, Satz 10.7). Somit erhalten wir

Satz 4.17 FEin stetig geordneter Desargues’scher affiner Raum ist isomorph
zu AGr(V).

Die Topologie auf R wird iiblicherweise mittels der natiirlichen Metrik
d(z,y) := |z — y| erkldrt mit den offenen ,Kugeln“ K. (a) := {z € R :
d(z,a) < €} als Basis der offenen Mengen. Dies ist natiirlich dieselbe wie die
Intervalltopologie Rc, da jede Kugel K, (a) #]a — €, a+ [ auch offenes Inter-
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vall in R¢ ist und umgekehrt jedes offene Intervall ]a, b= K, (%t2) ist. Auch
die Produkttopologie auf R* kann mittels einer Metrik beschrieben werden,
ndmlich d(z,y) = /(1 — 21)2+... + (Yo — Tn)%. d heifit die Euklidische
Metrik auf R (es gibt natiirlich noch weitere). Die Basismengen sind wie-
derum alle offenen Kugeln K. (a) := {z € R" : d(z,a) < €} und wir erhalten

génau die Produkttopologie, da jeder offene Quader Vereinigung von offenen

Kugeln ist und umgekehrt. Wir haben also drei Beschreibungen derselben
Topologie auf AG(R") : eine géometriséhe mittels der Halbrdume, eine ord-
nungstheoretische mittels der Kettenstruktur und schliellich eine metrische
mittels der Euklidischen Metrik.

Aufgaben

1. Es sei G ein Inzidenzraum und 3 eine ternédre Relation auf P, fiir die

gilt:
(a) PQR € 3 = P,Q, R sind verschiedene kollineare Punkte und es
gilt auch RQP € 3.
(b) PQRE 3= PQR ¢ 3.
(c) Axiom IV.2.
(d) Axiom IV.3.

Zeige, dafl dann jede Gerade g sich auf genau zwei Arten ordnen
148t, so daB PQR€ 3 < R<Q < P..

2. Sei G < eine geordnete Ebene. Eine Orientierungsfunktion ist eine Ab-
bildung o : (P,@,R) — {1,—1} von der Menge aller Dreiecke nach
{1, -1}, so daB gilt:

(a’) ’ O(P1 Q, R) = _—O(Qy Pa R) = ‘.O(Pv R7 Q)



92

4 GEORDNETE GEOMETRIE

(b)
1 falls S € PQR*

o(P,Q, R)o(P,Q, ) = { —1 falls S € PQR™

Zeige: Es gibt eine Orientierungsfunktion und sie ist durch den Wert
auf einem Dreieck bereits festgelegt (d.h. die einzige andere Mdoglichkeit
ist durch Multiplikation mit -1).

. Verallgemeinere den Orientierungsbegriff auf beliebige Dimension.

. Es sei G, eine geordnete Translationsebene. Zeige, dafl die zu einer

Translation 7 # 1 parallelen Translationen eine geordnete abelsche

Gruppe bilden.

. Es sei G. ein geordneter Raum und G die Ordnungstopologie. Sei A

offen, P € Aund P € g € G. Zeige, daB es ein Intervall [Q,R] C gN A
gibt mit QPR € Z

. Wir definieren einen 2-dimensionalen Raum G = (P, G, ) folgender-

maBen: P = {R? — (0,0)} U {c0}, die Geraden G sind alle Mengen der
Form {(z,y) € P : y = az}U{oo} und {(z,y) € P : (z—a)*+(y+b)* =
a? + v?, (a,b) # (0,0)}. Zeige, dal G eine affine Ebene ist und kon-
struiere eine Ordnung auf den Geraden, so daf§ G ein geordneter Raum

wird.

. Eine geordnetet Gruppe M + heifit archimedisch, falls zu jedem Paar

z,y > 0 ein n € N existiert mit nz > y. Zeige, daf} eine archimedisch

geordnetete Gruppe kommutativ ist.

. Sei AGk (V) ein geordneter affiner Raum iiber dem archimedischen

Korper K. (d.h. K% ist archimedisch geordnet). Interpretiere die

Archimedizitit geometrisch mit Hilfe von Translationen.
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5 Absolute Geometrie

Bisher haben wir uns mit geometrischen Eigenschaften befafit, die allein auf
Schneiden, Verbinden, Parallelitit und Ordnung basieren. Nun fithren wir
zusétzlich metrische Begriffe ein, d.h. wir wollen ein Ma8 fiir die GroBe
von Strecken und Winkeln gewinnen. Dazu teilen wir zundchst abstrakt alle
Punktepaare (und ebenso alle Winkelpaare) in Kongruenzklassen ein und
erkldren anschlieend zwei Strecken (Winkel) als gleich grof8 genau dann,

wenn sie kongruent sind.

Definition. Ein geordneter Raum G = (P,G,£) heifit ein metrischer
Raum, falls zusitzlich Aquivalenzrelationen auf P und auf der Winkelmenge
existieren, die wir mit demselben Symbol PQ = RS bzw. «(p,q) = «(r, )
bezeichnen, so daf fiir alle Punktepaare und Winkelpaare gilt:

V.1 PQ=QP

V.2 Zu jedem PQ,P # @, und
jeder Halbgeraden RS gibt es
genau einen Punkt 7" € RS™*
mit PQ) = RT.

(Axiom des Streckenabtra-

R‘L\i\ﬁ gens)

Abbildung 43:
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Q V.3 Seien PQR € 3, STU € 3.

‘ Aus PQ = ST, QR = TU
folgt PR = SU.

u (Axiom der Steckenaddition)

@ @-
S T

Abbildung 44:

Wir sprechen von dem Paar PQ als der Strecke PQ und sagen PQ und RS
sind kongruent, falls PQ = RS.

V.4 «(p,q) = <(q,p)

V.5 Zu jedem Winkel <(p, q), jeder Halbgeraden r = PQ* und jeder Halb-
ebene PQR™ gibt es genau eine Halbgerade s = PS* mit S € PQR*
und <(p,q) = «(r, s).
(Axiom des Winkelabtragens)
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Abbildung 45:

V.6 Seien P,Q,R und P',Q', R’ Dreiecke mit PQ = P'Q',PR = P'R
und <(QPR) = <(Q'P'R). Dann gilt <(PQR) = <(P'Q'R') und
<(PRQ) = <«(P'R'Q).

(Axiom der Dreieckskongruenz)

R
R’

Abbildung 46:
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Wir nennen wiederum zwei Winkel <(p, q), <(r, 8) kongruent, falls <(p,q) =
<(r, s). Seien P,Q, R und P’,@Q’', R' zwei Dreiecke. Wir sagen, die Dreiecke
sind kongruent und schreiben dann A(PQR) = A(P'Q'R), falls PQ = P'Q)’,
PR=P'R,QR= QR und <(QPR) = <(Q'P'R'), <«(PQR) = <(P'Q'R'),
<(PRQ) = <(P'R'Q"). Klarerweise ist die Kongruenz eine Aquivalenzrela-
tion auf der Menge der Dreiecke. |

Die geometrischen Eigenschaften und Abbildungen, die sich aus den Inziden-
zaxiomen, Ordnungsaxiomen und Kongruenzaxiomen ableiten lassen, fafit
man unter dem Begriff absolute Geometrie zusammen (manchmal auch me-
trische Geometrie). Nimmt man das Parallelenaxiom hinzu, so spricht man

von Euklidischer Geometrie.

Wir stellen einige Kongruenzsitze fiir Dreiecke und daraus resultierende Kon-

struktionen zusammen.

Satz 5.1 (1. Kongruenzsatz Fiir Dreiecke) Sind P,Q, R und P',Q', R' Drei-
ecke mit PQ = P'Q', PR = P'R und <(QPR) = <(Q'P'R'), so ist
A(PQR) = AP'Q'R)).

Beweis. Nach Axiom V.6 bleibt nur noch QR = Q'R’ zu zeigen. Nach V.2
existiert S’ € Q'R mit QR = Q'S’ und nach V.6 gilt dann <(QPR) =
<(Q'P'S"). Nach Voraussetzung ist aber <(QPR) = <(Q'P'R'), also folgt
nach V.5, daB S’ € P'R’, d.h. §' = R' und somit QR = Q'R a
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P Q

Abbildung 47:

Satz 5.2 (2. Kongruenzsatz fiir Dreiecke) Sind P,Q, R und P',Q', R' Drei-
ecke mit PQ = P'Q’ und <(QPR) = <(Q'P'R'), <(PQR) = «(P'Q'R), so
gilt A(PQR) = A(P'Q'R).

R

P Q

Abbildung 48:

Beweis. Nach V.2 gibt es einen Punkt S’ € P'R't mit PR = P'S'. Nach
5.1 gilt dann A(PQR) = A(P'Q'S"). Wegen <(P'Q'R') = <(PQR) =
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<(P'Q'S") und V.5 schlieBen wir daraus S’ € Q'R/, also S’ = R' und somit
PR = P'R', woraus A(PQR) = A(P'Q'R') nach 5.1 folgt. o

Als Folgerung erhalten wir einen Satz iiber gleichschenkelige Dreiecke.

Satz 5.3 Sei P,Q,R Dreieck. Dann ist PQQ = QR genau dann, wenn
<(RPQ) = <(PRQ).

Definition. Ist <(p,q) ein Winkel, so heilen <((p,q~) und <(p~, q) Neben-
winkel und <(p, q), <(p~,q~) Scheitelwinkel.

p_

q..

Abbildung 49:

Abbildung 50:
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In einem Dreieck P, Q, R nennen wir die Winkel <(PQR), <(QPR), <(PRQ)
die Innenwinkel des Dreieckes und die zugehorigen Nebenwinkel die Aufen-
winkel des Dreieckes. Die Nebenwinkel eines Innenwinkels heifilen die anlie-

genden Auflenwinkel.

Satz 5.4 Aus <(p,q) = <(r,s) folgt <(p,q”) = <(r,s”). Insbesondere gilt
Up,q7) =<(p™,q) und <(p,q) = <(p™,q7).

Beweis. Sei O = O(p) = 0(q), 0' = O(r) = O(s) und P, Q, R, P!, @', R’
so gewéhlt, dal OP = O'P', 0Q = 0'Q’, OR = O'R’ wie in untenstehender
Abbildung. Aus 5.1 folgt A(OPQ) = A(O'P'Q’). Nach V.3 gilt QR = Q'R’
und daher A(RPQ) = A(R'P'Q’) nach 5.1. Daraus folgt PR = P'R’ und
somit A(ORP) = A(O'R'P'), d.h. <(p,q7) = <(r,s”). Wegen <(q,p) =
<(p, ¢) gilt also insbesondere <(p,q~) = <(g,p”) = <«(p~,q). Wenden wir
diesen Schluf8 auf <(p,¢~) an, so erhalten wir <(p, q) = <(p~, ¢7). O

Q

Abbildung 51:

Aus den Kongruenzsitzen konnen wir nun leicht den Additionssatz fiir Win-

kel entsprechend dem Axiom V.3 herleiten.

Satz 5.5 Seien <(p,q), <(p',q') Winkel und r, r' Halbgeraden mit O(r) =
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I

0(p) = 0, r € Inn<(p,q), 0(r") = 0(p') = O/, v’ € Inn«(p', ). Gilt <(p,7)
<p',r"), <(r,q) = <(r', q), dann auch <(p,q) = <(¢¥',¢)-

I

Beweis. Wir wihlen Punkte P € p, P’ € p',R € r,R' € r’ mit OP
0P’,0R = OR'. Dann gilt der Reihe nach A(OPR) = A(0'P'R’), A(ORQ) =
A(0'R'Q"), nach V.3 also PQ = P'Q' und somit A(0PQ) = A(0'P'Q’), d.h,
ap,q) = (P, 4. ’ 0

Q

Abbildung 52:
Definition. <(p,q) heiBt ein rechter Winkel , falls <t(p, ¢) = <(p, ¢~) (bzw.
= «(p~, q) nach 5.4).

Satz 5.6 Rechte Winkel existieren und sie bilden genau eine Kongruenzklas-
se von Winkeln, d.h. jeder zu einem rechten Winkel kongruente Winkel ist

ein rechter und je zwei rechte Winkel sind kongruent.

Beweis. Sei P,Q, R ein Dreieck.
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Abbildung 54:

Wir tragen den Winkel <(PQR) auf PQR~ ab und bestimmen S wie in
Figur 5 mit QR = QS und T = PQ N RS. Dann ist nach 5.1 A(RQT) =
A(SQT), also <(QTR) = «(QTS), d.h. <(QTR) ist ein rechter Winkel.
Ist <(p,q) ein rechter Winkel und <(r,s) = <(p,q), so haben wir nach 5.4
r,s7) = <«p,q7) = <(p,q) = «(r, s), also ist <(r, s) ein rechter Winkel.
Sei schliefllich <((p, ¢) ein rechter Winkel mit Scheitel O und <(r, s) ebenfalls
ein rechter Winkel. Wir tragen <((r, s) auf pg* ab, dann ist nach dem eben
bewiesenen der abgetragene Winkel <((p, ¢') mit ¢’ C pg™ ebenfalls ein rechter
Winkel.

Zu zeigen ist ¢' = ¢. Angenommen ¢’ # ¢, wobei wir ¢ € Inn<(p,q)
annehmen konnen, da <(p,q) ja rechter Winkel ist. Wir wihlen P € p,
"Rep,Q € ¢ mit OP = OR = 0Q. Damn gilt A(ROQ) = A(POQ),
also <(ORQ) = <(OPQ). Andererseits ist auch A(ROS) = A(POS), wo-
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bei S = RQ Ngq (S existiert, da ¢ C <(¢’,p~) nach Annahme). Das heifit,
wir haben <(ORS) = <(OPS) und somit <(OPQ) = <(OPS), also doch
S=@,dh ¢g=¢. : o

Zwei sich schneidende Geraden g, h stehen senkrecht aufeinander oder sind
rechtwinklig zueinander, falls die Halbgeraden mit dem Schnittpunkt als
Scheitel einen rechten Winkel bilden. Wir schreiben dann g L h. Sei P € P,
g € G . Die Gerade h heifit ein Lot von P auf g, falls P € hund g L h ist.
Q@ = g N h heiflt der Fuffpunkt des Lotes.

Satz 5.7 Zu jedem Punkt P und jeder Geraden g gibt es genau ein Lot von
P auf g. '

Beweis. Die Existenz des Lotes ist klar. Denn ist P € g, so konnen wir
mit V.5 einen rechten Winkel von P abtragen; ist P ¢ g, so konstruieren wir
ein Lot wie in Figur 5. Die Eindeutigkeit folgt fiir P € g aus V.5 und fiir
P ¢ g aus dem nachfolgenden 5.9. ‘ 0

Eine wichtige Konstruktion der absoluten Geometrie ist der Mittelpunkt ei-
ner Strecke. Sei P # @, dann heiBt M € PQ der Mittelpunkt von [P, Q] falls
PM = MQ. Man beachte, daf aus V.2 folgt, dafi M €]P, Q[ sein mufl. Au-
Berdem ist der Mittelpunkt eindeutig bestimmt. Denn sei N €]P,Q[, N # M
mit PN = NQ, wobei wir 0.B.d.A. P < M < N < @ annehmen konnen.
Seien ferner R € QP~, S € RP~ so gewihlt, daf MN = QR = RS. Dann
gilt PM = M@, MN = QR, also MR = PN = NQ und mit RS = MN
" daher MS = MQ, im Widerspruch zu Axiom V.2.

Satz 5.8 Zu jeder Strecke PQ existiert der Mittelpunkt M, also M mit
PM = MQ.
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Beweis. Sei PQ in einer Ebene a. Wir tragen einen Winkel <(PQ,p)
(also mit Scheitel P) in eine der beiden Halbebenen von a beziiglich PQ
ab und den kongruenten Winkel <(QP™,q) in die andere Halbebene und
behaupten, dafl wir R € p und S € q finden kénnen mit PR = @S, so daB
RS die Gerade PQ in einem Punkt M zwischen P und O schneidet.

Abbildung 55:

Sei T' € p, wobei wir zunéchst annehmen ¢ C PQT-NTQP~. Die Halbgerade
g~ liegt dann zwischen QP* und QT, d.h ¢~ schneidet p = PT in einem
Punkt X zwischen P und T (nach 4.7). Sei nun R € p mit PRX € 3 und
S € ¢ mit PR = QS, dann schneidet RS die Gerade PQ in einem Punkt
zwischen P und @ nach dem Axiom von Pasch angewandt auf das Dreieck
PQX. Falls ¢ = QT so wihlen wir R € p mit PRT € 3, S € g mit
PR = (S und wenden Pasch auf das Dreieck PQT an. Im verbleibenden
Fall ist ¢ C TQP*. Wir wihlen wiederum R € p, PRT € 3, S € ¢ mit
PR = QS und wenden IV.4 auf das Dreieck PQT an. Die Gerade RS muf
also neben PT noch eine Seite im Inneren treffen. Wenn dies PQ ist, so sind
wir fertig. Im anderen Fall folgt RS N PQ = {Y} mit RYS € 3, YPQ € 3.
Nach IV.4, angewandt auf das Dreieck Y RQ®, sehen wir, da SP die Seite
RQ im Inneren trifft. Daraus resultiert p C PQS~ N SPQ~ und wir sind
bei Fall i) mit p anstelle von ¢ und S anstelle von 7. Seien also R, S und
M so gewéhlt, dann behaupten wir, M ist der Mittelpunkt von PQ. Nach
5.1 haben wir A(PQR) = A(QPS), nach 5.5 <(RPS) = <(SQR), somit
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A(PRS) = A(QRS). Daraus folgt nun <(PSM) = <(QRM), <(PMS)
<(QMR), also PM = QM.

o

Aus der Existenz des Mittelpunktes konnen wir nun den folgenden wichtigen
Satz iiber die Auflenwinkel und Innenwinkel von Dreiecken ableiten, woraus

auch die Existenz von Parallelen folgen wird.

Satz 5.9 Ein Aufenwinkel eines Dreieckes ist niemals kongruent zu einem

nichtanliegenden Innenwinkel.

Abbildung 56

Beweis. Sei P, @, R Dreieck und M der Mittelpunkt von PQ). Wir bestim-
men S auf MR~ mit RM = MS. Nun haben wir A(RMQ) = A(SMP).
Daher ist der Innenwinkel <(PQR) = <(MPS), aber der AuBlenwinkel
<(PM~,PRY) # <(PM~,PS™) = <(PQR). O

Satz 5.10 Seien g und h verschiedene Geraden in einer Ebene und k # g, h
eine Gerade, die g und h schneidet. Gilt fiir die Stufenwinkel <(RPQ) =
<(SQT) (siehe untenstehende Abbildung), so sind g und h parallel. Insbe-

sondere existiert also zu g € G, P € P stets eine Parallele 2u g durch P.
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Abbildung 57:

Beweis. Wiren g und A nicht parallel, X € g N h, so wire nach Voraus-
setzung ein AuBlenwinkel des Dreieckes P, (), X kongruent zu einem nicht
anliegenden Innenwinkel, was nach 5.9 nicht méglich ist. Die letzte Behaup-
tung folgt, da wir den Winkel <(SQT) an PQ im Punkt P abtragen kénnen.
O

Eine weitere Folgerung der Existenz von Lot und Mittelpunkt ist der 3. Kon-

gruenzsatz fiir Dreiecke.

Satz 5.11 (3. Kongruenzsatz fiir Dreiecke) Sind P,Q,R und P',Q', R
Dreiecke mit PQQ = P'Q', PR = P'R', QR = Q'R', so ist A(PQR) =
A(P'Q'R).

Beweis. Wir tragen P'Q’ auf P@Q ab und bestimmen S € PQR™ mit
<(QPS) = «(Q'P'R) und PS = P'R'. Nach 5.1 ist dann A(P'Q'R') =
A(PQS). Sei M der Mittelpunkt der Strecke RS.
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S

Abbildung 58:

I

Aufgrund von 5.3 haben wir <(PRM) = <(PSM) und <(MRQ) =
<(MSQ). Daraus folgt mit 5.1 A(PRM) = A(PSM),

A(RQM) = A(SQM) und somit PM 1 RS, QM L RS. Aus der Ein-
deutigkeit des Lotes schlieBen wir M € PQ, somit <(QPR) = Z(QPS) =
<(Q'P'R'), d.h. A(PQR) = A(P'Q'R') nach 5.1. O

Nach diesen allgemeinen Sitzen und Konstruktionen filhren wir nun die
Lingen von Strecken und Groflen von Winkeln ein und vergleichen sie der

Grofle nach.

Definition. Sei G metrischer Raum. Die Kongruenzklasse, zu der die
Strecke PQ gehort, heiit Linge der Strecke, bezeichnet mit |PQ|. Ana-
log heifit die Kongruenzklasse, zu der der Winkel <(p, g) gehort, die Grife
des Winkels , bezeichnet mit |<((p, ¢)|. |

Das heifit also:
|IPQ| = |RS| <= PQ=RS,

<(p,q) = |<(r,8)] <= <(p,g) =<(r,s)

Wir wihlen nun ein fiir allemal einen Punkt O* und eine Halbgerade p* mit
O(p*) = O*, wobei P > O* fiir alle P € p*. Die Lingen werden mit kleinen
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Buchstaben a, b, c, ... bezeichnet, Winkelgréfien mit o, 3,7, ..., die Menge
der Léngen mit £, die Menge der Winkelgrélen mit W.

Definition. Fiir a,b € L sei

a<b <= fiirdie (eindeutigen) Punkte A, B € p*
| mit |[O*A| = a, |0*B| = b gilt A < B.

Satz 5.12 Die Relation < ist eine lineare Ordnung auf £ und unabhdngig
von der Bezugshalbgeraden p*.

Beweis. Wir beweisen zuerst die zweite Behauptung. Sei |O*A| = a,
|O*B| = b mit A < B und ¢* mit O(¢*) = M irgendeine andere Halbge-
rade mit |MR| = a, |[M S| = b aber MSR € 3.

Abbildung 59:

Wir bestimmen T' € RS~ mit AB = RT. Dann ist O*A = MR, AB = RT,
also O*B = MS = MT im Widerspruch zu V.2. Daf} < eine lineare Ordnung
auf L ist, folgt sofort aus der analogen Tatsache fiir die Halbgerade p*. O

Definition. Fiir a,b € £ erkliren wir die Summe a + b folgendermaflen:
Seien A, B € p*, A < B mit |0*A| = a, |AB| = b, dann ist a + b := |O*B|.
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Satz 5.13
(i) (L,+) ist eine kommutative Halbgruppe.
(11) a < b= a+c < b+c fir alle a,b,c € L.

(1)) a <b <= Jue L mitat+u=>

Beweis. Wir zeigen nur (iii). Sei a < b und A € p*, B € p* mit|O*A| = q,
|O*B| = b, A < B. Wir setzen u = |AB|, dann gilt nach Definition a+u = b.
Die Umkehrung ist ebenso klar. : - 0O

Um Winkel zu vergleichen, wihlen wir zu p* eine feste Halbebene €* mit der
Randgeraden p* U {O*} U p*~, auf der wir die Winkel abtragen.

Definition. Fiir o, 8 € W sei

a < f :<= fiir die (eindeutigen) Winkel <(p*,r),
<(p*, s) in €* U p* mit |<(p*,7)| = o,
|<(p*, )| = B gilt r € Inn<(p*, 5).

Die zu 5.12 analoge Aussage ist:

Satz 5.14 Die Relation < ist eine lineare Ordnung auf W und unabhdngig

von p*, €*.

Mit diesen Gréfienbeziehungen konnen wir nun einige weitere Begriffe der
absoluten Geometrie einfithren. Die Grofie eines rechten Winkels wird mit R
bezeichnet. Ein Winkel <(p, ¢) heiit spitz bzw. stumpf , falls |[<(p,q)| < R
bzw. |<(p,q)| > R. Es ist klar, daf§ ein Winkel genau dann spit.z ist, falls

sein Nebenwinkel stumpf ist.
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Ahnlich wie bei Strecken kann nun eine Addition von Winkeln eingefiihrt
werden, allerdings mufl der Begriff des Winkels etwas erweitert werden, um
auch die Summe zweier Winkel zu erkliren, die grofler als zwei Rechte ist
(z.B. durch Einfiihrung orientierter Winkel). Wir geben hier kurz folgende

eingeschriankte

Definition. Ein | Winkel <(p,q) ist die Summe zweier Winkel
<(r, s), <(t, u), falls eine Halbgerade v € Inn<(p, g) existiert mit O(v) = O(p)
und <(p,v) = <«(r, s),<(v, q) = <(t,u).

Nach 5.5 ist diese Definition unabhingig von der Wahl der Reprisentanten

der einzelnen Winkelklassen.

Satz 5.15 Jeder Aufenwinkel eines Dreiecks ist grofier als jeder nicht an-

liegende Innenwinkel.

Beweis. Daf} ein Aulenwinkel nicht kongruent zu einem nicht anliegenden
Innenwinkel sein kann, haben wir in 5.9 gesehen. Aus dem dortigen Beweis

(siehe Figur ?7) folgt aber auch die jetzige Behauptung. O

Definition. Ein Dreieck heifit rechtwinklig, falls einer der Winkel ein rech-
ter ist. Die beiden anderen miissen dann nach dem eben bewiesenen spitz

sein.

Satz 5.16 Der griferen Seite eines Dreiecks liegt der grifere Winkel ge-

gentber.

Beweis Sei P,Q, R Dreieck, |PQ| > |PR| und PSQ € 3,|PS| = |PR)|.
Dann ist |[<(PRQ)| > |<(PRS)| = |<(PSR)| > |<(PQR)| nach 5.15. O
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Als Folgerung haben wir den 4. Kohgruenzsatz fiir Dreiecke.

Satz 5.17 4. Kongruenzsatz fir Dreiecke. Sind P,Q, R und P',Q', R' Drei-
ecke mit PQ = P'Q',PR = P'R' wobei |PQ| > |PR| und <(PRQ) =
<(P'R'Q"), dann ist A(PQR) = A(P'Q'R).

Beweis. Angenommen |RQ| < |R'Q'|. Wir wihlen S € R'Q'" mit RQ =
R'S. Nach 5.1 haben wir A(PQR) = A(P'SR'), daher P'S = P'Q’, somit
<(P'SQ') = «(P'Q'S). Nun ist aber nach 5.16 |[<(P'Q'R')| < |<(P'R'Q")|,
andererseits nach 5.15 |<(P'Q'R")| = |<(P'SQ")| > |<(P'R'Q')|, Wider-
spruch. ; O

iy
)
g

e}

Abbildung 60: Zum Beweis des 4. Kongruenzsatzes fiir Dreiecke (5.17)

Bevor wir zur Koordinatisierung iibergehen, notieren wir das zentrale Resul-

tat, das jeder Abstandsfunktion |PQ| zugrundeliegt.

Satz 5.18 (Dreiecksungleichung) -Sei P,Q, R Dreieck. Dann gilt |PR| <
|PQ| + |QR)|.

Beweis. Sei S € QP~ mit |QS| = |QR|. Dann ist |<(PRS)| >
|<(QRS)| = |<(QSR)|, also |PQ| + |QR| = |PQ| +|QS| > |PR| nach
5.16, angewandt auf das Dreieck P, S, R. O
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Abbildung 61: Zum Beweis der Dreiecksungleichung (5.18)

Es sei von nun an AGg (V) ein geordneter Desargues’scher affiner Raum, in

dem auch die Kongruenzaxiome gelten - also ein Desargues’scher Euklidi-

scher Raum.

Satz 5.19 Sei AGk(V) ein Euklidischer Raum. Dann gilt:

(i) Stufenwinkel an parallelen Geraden sind kongruent.

(ii) In einem Dreieck ist jeder Aufenwinkel gleich der Summe der beiden

nicht anliegenden Innenwinkel.

Beweis. Es sei g||h. Wir wihlen P,Q, R,T wie in untenstehender Figur
und S € PQRT mit <(RPQ) = <(SQT). Nach 5.10 gilt dann g||@S, also
S € h. Sei P,Q, R Dreieck. Wir legen die Parallele h zu PQ durch R und
 wihlen S € hNPRQ, T € RP~. Nach dem eben bewiesenen ist <(QPR) =
<(SRT),<(PQR) = <(SRQ), also |[<(QRT)| = |<(QPR)| + |<(PQR)|. O
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g/P R P Q

Abbildung 62: Zum Beweis von Satz 5.19

Als Folgerung haben wir:

Satz 5.20 Seien P,Q, R, S die Ecken eines Parallelogramms, d.h. PQ||RS,
PS||QR. Dann gilt PQ = SR,PS = QR. Insbesondere fihrt also eine

Translation jede Strecke in eine kongruente Strecke tber.

Beweis. Nach 5.19(i) ist <(PSQ) = <(RQS), <(PQS) = <(RSQ), also

nach 5.2 A(PQS) = A(RSQ). O
B 0

Abbildung 63: Zum Beweis von Satz 77

Durch Anwendung der Translation z — = + u folgt daraus

Satz 5.21 Seien u,v,w € V. Dann z'.st
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(i) |uo| = |Ov — ul

(1) |<(vuw)| = |[<(v — u,0,w — u).

Die Ordnung im Raum AGg (V') wird laut 4.13 genau durch die Ordnung im
Schiefkérper wiedergespiegelt. In naheliegender Weise wollen wir nun auch
die Menge £ der Streckenlédngen durch die nichtnegativen Elemente aus K
reprisentieren. Dazu nehmen wir die Bezugshalbgerade p* mit O(p*) = O
(Nullpunkt in AGg(V)) und U € p* mit Ortsvektor u. Die Punkte auf p*
sind dann genau die Menge {\u PA> O} und wir identifizieren nun

|0)u| = A, |00] = O.

Nach 4.13 gilt offenbar |O)u| < |Ouu| genau dann, wenn A < p. Auch die
Addition der Léngen laut 5.13 stimmt iiberein mit der Addition in K. Sei
A\p > O,A = X, B = pu. Nach ?? haben wir |OA| = |DE| = |BC|.
Also gilt A + 4 = |OC| = |OB| + |BC| = |OA| + |OB|. Weiter haben wir
|OXMv| = A|Ov| fiir v € V. Zusitzlich haben wir nun natiirlich auch eine

Multiplikation und Division von Strecken gewonnen.

D E

——

0 A=7: u B; pu C;O\.+ Wu

Abbildung 64: Zum Beweis von Satz 5.21

Satz 5.22 Satz von Pythagoras. Sei A,B,C ein rechtwinklz’ges Dreieck in
AGx(V) mit |<(ACB)| = R. Dann gilt |AC|? + |CB|? = |ABJ>.
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Beweis. O.B.d.A. kann A = O angenommen werden. Wir féllen ein Lot
" von C auf AB und bezeichnen mit D den FuBpunkt. Nach 5.16 gilt |[AD| <
|AC| < |AB|, also |AD| < |AB| und analog |BD| < |AB|, also ADB € 3.
Setzen wir a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|, p = |AD|, ¢ = |DB|, h = |CD],
so gilt also ¢ = p+gq. Sei E € AB* mit AE = AC,F € AC* mit AF = AB.
Nach 5.1 haben wir A(ABC) = A(AFE), also insbesondere [<(AEF)| = R
und daher CD||EF nach 5.10. Die Dehnung v — bp~'v bildet D auf E und
daher C auf F. Daraus folgt ¢ = %b = %, d.h. % = pc. (Hier nehmen wir
die im nichsten Satz gezeigte Kommutativitit von K voraus.) Analog haben

wir a? = gc, also insgesamt

2+ =qgc+pc=(p+q)c=c

AuSlerdem gilt nun h? = b2 — p? = pc — p? = pq. .o
F
C
a
b h
i
A-
P D E B
b

Abbildung 65:
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Bemerkung. Nach dem 3. Kongruenzsatz 5.11 ist klar, dafl auch die Um-
kehrung des Satzes von Pythagoras gilt, d.h. ist |JAC|?> + |CB|? = |AB|?,
dann muf |<(ACB)| = R sein.

In 4.13 haben wir gezeigt, daf8 geordnete Desargues’sche Raume AG g (V') ge-
nau von geordneten Schiefkérpern herriihren. In den folgenden Sétzen cha-
rakterisieren wir jene Schiefkorper, welche zu metrischen Riumen AGg (V)

korrespondieren.

Definition. Ein Schiefkérper K heifit pythagordisch, falls die Summe zwei-

er Quadrate wieder ein Quadrat ist.

Sei Qu die Menge der Quadrate in K, also Qu = {)? : A € K}. Pytha-
gordisch bedeutet somit, dal Qu + Qu C Qu. Durch Induktion ist dies
gleichbedeutend mit nQu C Qu fiir jedes n > 2.

Satz 5.23 Es sei AGg(V) ein Desargues’scher Euklidischer Raum. Dann

ist K ein geordneter, kommutativer, pythagordischer Schiefkorper.

Beweis. Sei der Desargues’sche Euklidische Raum AGk (V') gegeben. Wir
miissen noch zeigen, dal K kommutativ ist. Dafi K pythagoréisch ist, folgt
dann aus 5.22, da wir beliebige Streckenldngen a,b um einen rechten Winkel
abtragen kénnen, woraus a’?+4b% = ¢ € Qu folgt. Wir kénnen uns auf positive
Elemente A,z > 1 beschriinken. (Denn A~ !'u=pAl & p=pr™t & pl =
Apound A lpmt = It & (pA)7 = ()7t & pd = Ap.) Seien die
Geraden g, h durch O mit g f h und E = u, A = \u, B = pu auf g gegeben.
Wir tragen E', A', B" auf h ab mit |OE| = |OF'|,|OA| = |OA4'|,|0OB| = |OB'|

wie in Figur ?7.
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Abbildung 66:

Mittels der Dehnung v + Av bestimmen wir C = (Au)u € gund C' € h
mit |[OC'| = |OC|. Alle Geraden XX’ sind untereinander parallel und
auBerdem gilt A’C||E’B. Mittels der Dehnung v +~ pv sehen wir, daf
der Punkt (uA)u der Schnittpunkt von g mit der Parallelen zu E'A durch
B ist. Es bleibt also zu zeigen, daf B'C parallel zu E'A ist oder da-
mit gleichbedéutend nach ??, da <(OAE') = <«(OCB') ist. Wir haben
<(OF'B) = <(0A'C) = <(OAC"). Das heifit, im Viereck E'BAC" ist der
AuBenwinkel <(OE'B) kongruent zum Innenwinkel <(BAC"). Daraus folgt
mit Hilfe von 5.19, daB8 <(AE'C") = <(ABC"). Wenden wir abermals 5.19
(ii) an, so folgt <(BAE') = <(E'C'B) = <(0OC'B) = <(0OCB'), also die
Behauptung. ‘ ‘ 0

Als nichstes iiberlegen wir uns, wie die Kongruenzaxiome algebraisch be-
schrieben werden kénnen. Dazu erinnern wir an die Definition. Sei V' ein
Verktorraum iiber dem geordneten Kérper K. Eine symmetrische Bilinear-
form auf V ist eine Abbildung ¢ : V x V — K mit



117

(1) oAz + py) = Ap(z) + pp(y) (z,y€V,\peK)
(ii) o(z,y) = ¢(y, ).
© heifit ein inneres Produkt , falls zusétzlich <,0(x, z) > 0 fiir alle z # O.

Meist schreiben wir fiir ein inneres Produkt o(z,y) kurz z.y.

Es sei der Euklidische Raum AGg (V) gegében. Wir setzen z.z := |0z|? und
llz|| := |0z] = /z.z. ||z| ist also der Abstand von z vom Ursprung O. Nun
+

definieren wir

-1
L RTRES -2—((30 +y).(z+y)—zzx—yy) fir z,yeV.

Insbesondere ist natiirlich z.x = z.x. Weiteres habe wir nach Pythagoras

z.y = 0 genau dann, wenn |<(zOy)| = R.

Wir wollen zeigen, dafl z.y ein inneres Produkt ist. Zunéchst ein Hilfssatz.
Sei g eine Gerade durch O, und y € V. Unter der Projektion y, von y auf g

verstehen wir den Fulpunkt des Lotes von y auf g.

Satz 5.24 Sei g Gerade durch O und y,z € V. Dann gilt (y+2)y = yYg+2,.

Beweis. Sei yn = y — Yy, 2n = z — z,, Wobei nach Definition der Projek-
tion Oy,Llg, Oz, lg. Dann gilt (y + 2) = (y, + 24) + (Yn + 2,). Konnen
wir zeigen, dal die Gerade m senkrecht auf g steht, dann folgt
die Behauptung wegen der Eindeutigkeit des Lotes. Es sei A = y,, B =
2, C € gund C' € OC~ mit OC = OC'. Dann gilt A(OAC) =
A(OAC"), A(OBC) = A(OBC"), somit A(ABC) = A(ABC') nach 5.11
und A(ADC) = A(ADC") nach 5.1, insbesondere also DC = DC". Mit Hilfe
von ?7? schlieBen wir nun A(ODC) = A(ODC"), also <(DOC) = «(DOC").

O
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Cl

Abbildung 67:

Satz 5.25 Sei der Euklidische Raum AGk (V') gegeben. Dann ist

vy = 5((w +y) (o +y) - 2.3~ yy)

ein inneres Produkt.

Beweis. Die Bedingung z.x > 0 fiir 7é O ist aufgrund der Definition
erfiillt, ebenso z.yOy.x. Zunichst sehen wir, da Az.z = Z((A+1)z.(A+1)z—
Az Az — 2.3) = 2((A + 1) (z.3) — N(z.2) — 2.2) = 52.M(z.7) = A(z.7) da
Iaz]| = Al|lz||, also Az.Az = A®(z.z). Als néchstes behaupten wir z.y = 2.y,
wobei ¢ = Oz, £ # O. Zum Beweis beniitzen wir 5.22 . Es ist y — y, =
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(z +y) — (z+y,), wobei O(y —y,) L g. Also haben wir y.y — Yy — Yg =
(Y= 90)-(y — 9g) = (z+9)-(z+y) — (& +1p).(z +yy), also 2.y = 3((z +
y).(z +y) — 2.0 — y.y) = 2((z + yy)-(z + yg) — .7 — Yg.Yg) = T.y,. Daraus
folgt nun fir O #z € g

zdy = 1.0y), =z yy = Az.y,) = Azy) day,€g,
t(y+2) = z.(y+2),=x(y,+2,) (nach5.25)
= 2.((\+ p)z) Wobei y, = Az, 2, = pz
= (A +p)(z.2)
= Mz.z) + p(z.z)
= T.A\T+ T.uT
= .Yy + T.2g

= z.y+ .2
Fiir z = O ist die Bilinearitit trivialerweise erfiillt. O

Mit Hilfe dieses inneren Produktes z.y konnen wir die Strecken- und Win-

kelkongruenz vollkommen beschreiben. Denn es ist [uv| = [|Jv — ul|, also
w=rse (v—u))(v-—u)=(s—r)(s—71).

Wir betrachten alle Winkel mit Scheitel O, wobei wir einen Winkel <(zOy)
jeweils mit ||z|| = ||y|| = 1 ansetzen. Ist y, die Projektion von y auf die
Gerade Oz, so stimmt nach 5.17, angewandt auf das Dreieck A(Oyyy), die
GroBe ||y,|| eindeutig den Winkel <(zOy). Nun gilt y, = ||y,||z, also haben
wir 2.y = 2.y, = ||yoll(z.z) = |ly,|| und somit <(zOy) = <(2'Oy’) genau
dann, wenn z.y = 2’.y’. Fiir einen beliebigen Winkel <(vuw) haben wir
nach 5.21 (ii)

<(vuw) = <(v—u0,w—1u)=d ( ) und somit

(v—u)(w—u) (s—7)(t—7)

<(vuw) = <«(srt) &
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Diese beiden Beziehungen sagen uns nun genau, wie wir auf einem vorgege-

benen Vektorraum eine Euklidische Geometrie definieren kénnen.

Satz 5.26 Sei AGk (V) ein Desagues’scher affiner Raum dber einem geord-
neten pythagordischen Kérper K. Wir ordnen den Raum gemaf 4.13. Dann
ezistiert ein inneres Produkt auf V und jedes innere Produkt macht AGg (V)

durch die Festsetzungen

w=rs & (W—u)(v-u)=(s—71)(s—7)
(v-u).(w—u) _ (s—7)(t—r)
o —ulllw=wull  lls=rllt -7l

<(uvw) = <(srt) &

zu emnem Euklidischen Raum.

Beweis. DaSf ein inneres Produkt existiert, sieht man folgendermafien. Wir
wihlen irgendeine Basis {e; : i € I} von V. Fiir z = Y Nie;, y = D pie;
definieren wir z.y := Eie ; Aitki- Da nur endlich viele der A, u; verschieden
von O sind, ist dies zuléissig. z.y ist offensichtlich bilinear und symmetrisch
(K ist kommutativ!) und wegen z.z = > A? > 0 fiir z # O ein inneres
Produkt. Sei z.y irgendein inneres Produkt. Die Axiome V.1 - V.6 sind
leicht zu verifizieren. Als Beispiel sehen wir uns das Streckenabtrgungsaxiom
an. Seien p # q und die Halbgerade rs* gegeben. Gesucht ist ¢ € rs™ mit
pq = rt. Das heifit, gesucht ist 0 < p € K, so dafl (¢ — p).(g —p) = p(s —
r).p(s—r1) = p?(s—r).(s—r). Sind ¢—p, s —r linear abhéingig, zum Beispiel
g —p = u(s —r), dann ist p = |u| die Losung. Seien nun ¢ — p, s — r linear

unabhiingig. Wir konstruieren uns im Unterraum < ¢ —p, s —r > eine Basis

e1,ep mit ||e1]| = |le2|| = 1, e;1.e2 = 0. Dies geht folgendermafien: Wir setzen
e = ullq:pll’ v=(s—r)—(e1.(s—r))er und e; = ﬁ Dann gilt ||e;|| = |le2]] = 1

und e;.ez = ”—})ﬂ(el.v) = ml)ﬁ(el.(s —r) — (e1.(s — r))(e1.e2)) = 0. Es sei nun

q—p = Aer+ A€y, S—T = pie; + poey. Dann gilt (¢ —p).(g—p) = A\j+ )] =
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In Zusammenfassung sehen wir, da die Untersuchung der moglichen me-

® >

X (s —71).(s—r) = p?+ pu: = p? (K ist pythagordisch!), also ist p = ‘

O

Losung.

trischen Strukturen auf AGg(V) auf die Klassifizierung der moglichen in-
neren Produkte auf V hinauslsuft. Diese Klassifizierung ist in endlich-
dimensionalen Vektorrdumen iiber R oder C vollstidndig geleistet. Man be-
achte, daBl der Koérper Q der rationalen Zahlen nicht pythagoréisch ist. Geo-
metrisch gesehen, heifit dies, daf8 das Streckenabtragungsaxiom nicht immer
erfiillt ist. Zum Beispiel kann die Diagonale im Einheitsquadrat nicht auf

der Koordinatenachse abgetragen werden, da 1/2 nicht rational ist.

Gem3B unserem bisherigen Programm wollen wir nun jene Kollineationen

von AGk (V) untersuchen, welche die metrische Struktur erhalten.

Definition Sei AGk (V) ein Euklidischer Raum. Eine Kollineation f heifit
Bewegung, falls f(u)f(v) = wv fiir alle u,v € V gilt. Bew(V') bezeichne die

Menge der Bewegungen.

Nach V.2 und V.3 folgt, dafl jede Bewegung die Zwischenrelation erhélt
und nach 5.11, da8 jede Bewegung jeden Winkel in einen kongruenten da-
zu iiberfiihrt. Beschreiben wir die metrische Struktur in AGk (V') durch ein

inneres Produkt, so ist f eine Bewegung wenn:
(f(v) = fF)-(f() = f(w)) = (v —u(v~u) (x,veEV)

gilt.

Satz 5.27 Sei der Euklidische Raum AGk (V') samt innerem Produkt gege-

ben.

(i) Bew(V) ist mit der Komposition eine Gruppe.
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(i1) Bew(V) < Aff(V).

(i1i) Bew(V) = Tra(V).O(V), wobei O(V) < GL(V) die Gruppe jener f €
GL(V) ist, fir die f(u).f(v) = ww fir alle u,v € V. O(V) heift
die zum inneren Produkt gehérende orthogonale Gruppe. Tra(V) ist
Normalteiler von Bew(V) und es gilt Bew(V)/Tra(V) = O(V).

Beweis. (i) ist klar. Da jede Bewegung die Zwischenrelation erhélt, hében
wir Bew(V) < Koll(V). AuBerdem haben wir in 5.20 gesehen, da Tra(V) <
Bew(V) ist. Sei f = 7,.f € Bew(V), f € S(V)<. Dannist f =7, — f €
Bew(V), also gilt f(u).f(u) = w.u fiir alle u € V, somit f(u).f(v) = 3(flu+
v).f(u+v) + f(u).f(v) — f(v).f(v)) = 1((v+v).(u +v) — vu —v.v) = uv
fiir alle u,v € V, das heifit f € O(V). Umgekehrt ist f = 7,,f € Bew(V), da
v, f € Bew(V). Es bleibt zu zeigen, da8 O(V) < GL(V). O(V) ist sicherlich
eine Gruppe. Sei f € O(V) und o der dazugehorige Automorphismus von
K. Dann gilt f(\v).f(Av) = Av. v = X2(v.v), andererseits f(\v).f(\v) =
A ()2 f(v) = (A2 f(v).f(v) = (A7)?(v.v), also AT = +—Afiiralle \ € K.
Da o die Zwischenrelation erhalt, gilt aber fir A >1>0,da A >1>0>
—A, also A2 = X und ebenso fiir 1 > A > 0,daB 1 > A > 0 > —A, also
wiederum A? = A. Die letzte Behauptung in (iii) ist Klar. a

Aufgaben

1. Sei G ein 2-dimensionaler metrischer Raum. Sind PQ = P'Q’, so gibt
es immer mindestens eine und hochstens 2 Bewegungen, die P in P’
und @ in Q' iiberfiihren.

2. * Sei G wie in 1. Gilt A(PQR) = A(P'Q'R'), so gibt es genau eine
Bewegung, die P in P/, Q in @' und R in R’ iberfiihrt.
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. Zeige, daB in einem metrischen Raum Satz 5.19(i) dquivalent zum Par-

allelaxiom ist.

. Zeige: In jedem Viereck ist die Summe der 4 Seitenldngen grofler als

die Summe der Lingen der beiden Diagonalen.

. Ein gleichseitiges Viereck heifit Rhombus. Zeige, dafl in einem Rhom-
bus die Diagonalen senkrecht aufeinander stehen und die Winkel des

Vierecks halbieren.

. Sei der Euklidische Raum AG g (V) gegeben. Beweise den Strahlensatz:
Ist PQR ein Dreieck und S € PQ*, T € PRt und PQ||ST, so gilt

|PQ| : |PR|: |QR| = |PS|: |PT|: |ST|.

. Bestimme die Gruppe O(R?). (Hinweis: Stelle jede Bewegung f €
O(R?) durch eine 2x2-Matrix in bezug auf eine Basis (1,0), (0,1) dar

und klassifiziere die Matrizen.)

. Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem geordneten Korper
K mit innerem Produkt. Zeige, dafl V stets eine orthonormierte Basis
besitzt, das heifit eine Basis {ey,...,e,} mit e;.e; = §;;. Zeige ferner:
Ist z = 37 | Nie;, dann gilt -0, A2 < ||z|f? fiir alle m < n.
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6 Konvexe Geometrie

- Wir betrachten in diesem Kapitel stets geordnete Rdume G = (P,G,€).

Definition. Eine Teilmenge A C P heiit konvez , falls P,Q C A impliziert
[P,Q] € A.
Das heif}t, eine konvexe Menge enthiilt mit je zwei Punkten auch die gesamte

Verbindungsstrecke. @ und P sind trivialerweise konvex.

Satz 6.1

(i) Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von konvezen Mengen ist

konvex.

(ii) Jede Menge A C P ist in einer kleinsten konvexen Menge conv(A) ent-
halten, nimlich conv(A) = (\4cp, Bi, Bi konves. Gilt C = conv(A),
so heifit C die konveze Hiille von A und A ein konvezes Erzeugenden-

system von C.
(11t) A — conv(A) ist ein Abschluf.

(iv) A C convA C A.

Beweis. i) folgt direkt aus der Definition und impliziert seinerseits ii) und

iii). iv) ist klar, da jeder Unterraum konvex ist. 0

Beispiele. Jeder Unterraum von P ist kdnvex, da er mit je zwei Punk-
ten sogar die gesammte Gerade enthilt. Ebenso ist jeder Halbraum konvex,
wie aus der Definition sofort ersichtlich ist, sowie auch jeder abgeschlossene

Halbraum und somit auch jeder Durchschnitt von Halbriumen. Sei £(p,q)
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Winkel, dann ist Inn4(p, q) konvex, da Inn4(p,q) = pg* Ngp*. AuB4L(p, q)
ist hingegen nicht konvex. |

Jeder einzelne Punkt P ist eine konvexe Menge. Sei P # @, dann ist
conv{P,Q} = [P,Q]. Denn nach Definition muf} conv{P,Q} 2 [P, Q)] sein,
andererseits ist aber [P, Q] als Durchschnitt zweier abgeschlossener Halbgera-
den bereits konvex. Seien P, Q, R nichtkollinear. Dann ist conv{P,Q, R} =
[P,Q] U [P,R] U [Q,R] U (PQR* N PRQ* N QRP™). Die rechte Seite
ist als Durchschnitt dreier abgeschlossener Halbebenen konvex. Umge-
kehrt sieht man sofort aus dem Pasch’schen Axiom, daf jeder Punkt in
PQR*™ N PRQ* N QRP™' im Inneren eines Intervalls [X,Y] liegt, wobei
X,Y € [PQ|U[PR]N[QR]. conv{P,Q, R} ist also das “Innere” des Dreieckes

zusammen mit den Dreieckseiten.

P §( Q

Abbildung 68: 6.1

Analog zur Unabhéngigkeit von Mengen, die wir im Anschluff an die Ab-
schlufdefinition in Kapitel 1 eingefiihrt haben, geben wir folgende Definition.

Definition. Sei A C P. P heifit konvez abhdngig von A, falls P € conv(A).
Ein Punkt P einer konvexen Menge A heifit Eztremalpunkt von A, falls
P ¢ conv(A — P). ext(A) bezeichnet die Menge der Extremalpunkte von
A.
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ext(A) ist also genau die Teilmenge von A, die in jedem konvexen Erzeugen-
densystem von A enthalten sein mufl. Gilt insbesondere A = conv(extA) so
ist ext(A) das eindeutige minimale konvexe Erzeugendensystem von A. Man
beachte, daB ext(A) = @ durchaus méglich ist, z.B. fiir jeden Unterraum der
Dimension > 1, daf§ hier jeder Punkt zwischen zwei weiteren Punkten liegt
(nach IV.2). Die abgeschlossene Kreisscheibe {(z,y) : % + y* < 1} ist in
AG (]Rz) eine konvexe Menge, deren Extremalpunkte genau die Randpunkte

sind.

Satz 6.2 Sei A konvez, P € A. P ist Extremalpunkt <= A — P konver
<= P liegt nicht im Inneren eines Intervalls [Q, R] mit Q, R € A.

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Definition. a

Seien P, (Q, R nicht kollinear. Dann folgt aus 6.2 und unserer obigen Uber-
legung, daB P, @, R genau die Extremalpunkte von conv{P,Q, R} sind. In
Verallgemeinerung diese Beispiels nennen wir die konvexe Hiille endlich vieler
Punkte ein konvexes Polyeder. Sie werden nach den nun folgenden allgemei-
nen Sitzen der Hauptgegenstand unserer Untersuchungen sein. Von nun an
studieren wir den Raum AGg (V) iiber einem geordneten Schiefkérper K
mit der von K. laut 4.13 (S. 84) induzierte Ordnung. A C AGk(V) ist
also genau dann konvex, wenn aus u,v € A folgt Au + (1 — M)v € A fiir alle
0< A<

Satz 6.3 Seien A, B konvere Mengen in AGk (V). Dann gilt:

(i) A<+ B ist konvez.

(zz) Ist K kommutativ, so ist AA konvez fiir jedes A € K.
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(111) Ist f € Aff(V), dann ist f(A) konvez.

Beweis. Wir zeigen iii). Sicherlich gilt die Aussage fiir jede Translation.
Sei nun f € GL(V), f(u), f(v) € f(A4),0 < XA < 1. Dann gilt Af(u) + (1 —
A)f(w) = f(Au+ (1 = Nv) € f(A), da A konvex ist. O

Als niichstes wollen wir die konvexe Abhéngigkeit algebraisch beschreiben.

Satz 6.4 Sei @ # A C V. Dann ist conv(A) = {3 1 \i%i : Z1,...,Tn €
AN>0,SN=1n=12..} It feAff(V), so gilt f(conv(A)) =
conv(f(A)).

Beweis. Die rechte Seite ist konvex, denn pd- iz + (1 — p) }opimi =
Yo (pAi+ (1= p)pi)x; erfiillt pA; + (1 — p)ps > 0 und 3 (pAs + (1 — p)us) = 1,
fiir 0 < p < 1. Umgekehrt zeigen wir, da88 jedes solche Element >, A\iz;
in conv(A) liegt. Fiir n = 2 ist dies Gegenstand der Definition. Es sei
bewiesen fiir kK < n —1. Sei A, #1. Wegen 1 — )\, = Z?;ll A; ist dann nach
Induktionsvorrausetzung y = (1= X)' 0 iz € A, also 8 Nz =
(1 = Ay + Az € A. Die letzte Behauptung ist nun klar. ]

Die Ausdriicke Y ; Ai;, D Ai, A > 0 fiir alle ¢, heilen konvere Kombina-
tionen der z;. conv(A) ist also die Gesamtheit der konvexen Kombinationen
aus Elementen aus A. Der folgende Satz préazisiert 6.4 fiir endlich - dimen-

sionale Raume.

Satz 6.5 Der Raum AGg(V) habe Dimensionn. Sei A CV, dann ist jedes
z € conv(A) konveze Kombination von p+ 1 Punkten aus A mit p < n.
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Beweis Esseiz =) % \z; eine konvexe Darstellung von z mittels Punk-
ten aus A, welche eine minimale Anzahl p + 1 von Punkten verwendet. An-
genommen p > n. Dann sind z, . .., 7, affin abhéngig, also gibt es nach 1.12
(iii) g € K, nicht alle = 0, mit 3>2_, psz; = 0, 32 g = 0. Wir wiihlen die
Numerierung so, daf p, > 0 und App, < Ajpy 1 fiir alle 4 mit p; > 0. Setzen
wir v = A — (Appty V) i, 50 gilt Y0 g v = D20 A= Apptyt 307 i = 1 Eben-
so gilt v; > 0 fiir alle 7. Denn ist p; < 0, so haben wir v; = A; — ()\pu;l)ui >
X > 0 und ist g; > 0, so gilt v; = (Aip;* — Appy; )i > 0. Schliefilich haben
wir z = Y0 Ami = Y00 — Qg )z = S P~ vz, also ist p nicht

minimal, im Widerspruch zur Annahme. O

Definition. Ein konvezes Polyeder in AGk (V') ist die konvexe Hiille von
endlich vielen Punkten. Ein konvezes d-Polyeder S ist ein konvexes Polyeder
mit dimS = d.

Wir erkléren auch @ zu einem (—1) - Polyeder. 0 - Polyeder sind gerade
einzelne Punkte. Die 1 - Polyeder sind offenbar alle abgeschlossenen Intervalle

[a,b] auf Geraden. 2 - Polyeder heifien Polygone .

Satz 6.6 Es sei S konvezes Polyeder. Dann gilt S = conv(ext S). ext(S)
ist daher das eindeutige minimale konveze Erzeugendensystem von S. Die
Punkte von ext(S) heifien die Ecken des Polyeders.

Beweis. Es sei {pi1,...,px} ein minimales konvexes Erzeugendensystem
von S. Wir zeigen, daB jedes p; Extremalpunkt ist. Angenommen p; ¢
ext(S). Dann gibt es u,v € S mit py = Au+ (1 — A\)v,0 <A < 1. Es
seinen u = Y A;p;, v = Y wip; konvexe Darstellungen, wobei wegen u # P
mindestens ein \; > 0 ist fiir ¢ > 2. Mit v; = A\ + (1 = Ay, gilt so-
mit p; = }:f:l v;p;, wobei v; < 1 da y; > O fiir ein ¢ > 2. Daraus
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folgt nun p; = (1 — 1)t Zf:z v;p;, also ist p; € conv{pa,...,px}, d. h.
S = conv{ps, . ..,pr}, im Widerspruch zur geforderten Minimalitét. a

Nach diesen einfachen algebraischen Tatsachen wenden wir uns topologi-
schen Fragen zu. Einige der folgenden Sédtze erlauben zwar eine Verall-
gemeinerung auf beliebige Korper, doch wiirde der Mehraufwand zu sehr
vom Thema ablenken. Wir beschranken uns fiir den Rest dieses Abschnit-
tes auf den Vektorraum R". Die punkte werden wir wahlweise als Vekto-
ren oder als n-Tupel reprisentieren. Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben,
kann die Topologie der R™ auf 3 Arten eingefiihrt werden: als Ordnungsto-
pologie mittels der Halbhyperebenen, als Intervalltopologie mittels der of-
fenen Quader und als metrische Topologie mittels der Euklidischen Metrik
d(z,y) := /(y1 —21)> + ... + (Yn — Tn)?. Wir werden meist die letzte ver-

wenden. R"™ ist ein zusammenhingender topologischer Raum. Das heifit,
aus R" = AU B mit A, B offen folgt A = @ oder B = @. Wie iiblich set-

zen wir .y 1= T1y; + ... + Tpy, fir . = (z1,...,2n),y = (Y1,...,Yn) und

lz|| = 4v/T.x = /2?+...+22. 2.y ist ein inneres Produkt und es gilt

d(z,y) = ||z — y||. Wir erinnern an die bekannten Regeln.

Satz 6.7 Seien z,y € R". Dann gilt:

() 1Azl = [All|=]
(%) |z.y| < ll=|l llyll
(iii) ||z +yll < ll=l| + llyll
Mit E,(a) := {z : ||z—al|| < p} bezeichnen wir die abgeschlossene Kugel um a

vom Radius p. E,(a) ist konvex wie aus 6.7 sofort ersichtlich ist. E := E;(0)

bezeichnet die abgeschlossene Einheitskugel um 0.
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Satz 6.8 Sei A C R" konvez. Dann sind der Abscluf cl(A) und das Innere
int(A) konvex. Schirfer: Ist z € A,y € int(A), dann gilt |z, y[C int(A).

Beweis. Wir haben cl(4) = (0 5o(A + pE). Denn ist u € cl(A), so gilt
E,(u) N A # & fiir jedes p > 0, also existiert a € A mit ||u —a| < p d.h. es
gilt wu=a+ pv mit a € A,v € E, also u € [,50(A + pE). Die umgekehrte
Inklusion ist ebenso einsichtig. Da pE konvex ist, ist auch A + pE) konvex
nach 6.3(i) und somit auch cl(A) nach 6.1(i). Sei z € A,y € int(A) mit
y € E,(y) € Aund z €]z,y[,2 = Az + (1 - A)y,0 < X < 1. Wir miissen eine
Kugel E,(z) um z finden, die ganz in A liegt. Wir wéhlen o = p(1 —X). Sei
w€E,(z)undv=z+(1-A)"Yu—z). Ausy=z+(1— A)~Hz — z) folgt
vy = (1= X)(u—2), also o —yl = (L= N u—z] < A=No =p,
somit v € E,(y) C A. Da A konvex ist und u €]z, y| folgt u € A. O

Abbildung 69:

Satz 6.9 Sei A C R™. Dann ist ext(A) C bd(A).

Beweis. Wire z € ext(A)Nint(A) mit E,(z) C A, so wihlen wir u € E,(2),
w# 7z . Dann ist 2z — u € E,(2) € A und 2z €]u, 2z — uf, was nicht geht, da
z Extremalpunkt ist. , O

Wir kommen nun zu zwei wichtigen Hilfsséitzen, die fiir das folgende unent-

behrlich sein werden. Zuvor einige Definitionen.
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Definition. Seien 4, B C R"”. Wir sagen, die Hyperebene H trennt (trennt
strikt) die Mengen A und B , falls A und B in verschiedenen abgeschlossenen
(offenen) Halbhyperebenen, induziert von H, liegen. Sei A abgeschlossen.
Wir sagen, die Hyperebene H ist eine Stiitzhyperebene, falls HN A # & und
A ganz in einer der beiden abgeschlossenen Halbhyperebenen, induziert von

H, liegt.

Beispiel. g und h sind Stiitzgeraden der gegebenen konvexen Menge S.

g
h

L

Abbildung 70:

So wie in Kapitel 4 stellen wir Hyperebenen H meist durch eine lineare
Gleichung H = {z : u.x = a} dar, wobei dann die beiden offenen Halbhy-
perebenen durch H* = {z : u.x > a} und H~ = {z : v.z < a} gegeben
sind. Sei g = a + Au Gerade. Dann existiert eine eindeutige Hyperebene H,
welche o enthélt und auf g senkrecht steht, ndmlich H = {z : u.x = o} mit

o = u.a.

Abbildung 71:
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Abbildung 72:

Satz 6.10 (Trennungslemma) Sei A C R"™ konver und abgeschlossen, z ¢
A. Dann gibt es eine Hyperebene, die A und z strikt trennt.

Beweis. Da A abgeschlossen ist, ist 6 = infyea d(z,z) > 0. Fire >0
setzen wir A, = AN Ejyc(2). Ac ist nicht leer und kompakt (= abgeschlossen
und beschrinkt) und wir haben A, C Ay fiir 0 < € < €. Also hat jede
endliche Teilfamilie der A.’s einen nichtleeren Durchschnitt und somit auch
Neso Ae- Fiir y € 50 Ae gilt dann d(y,z) = 4. y ist eindeutig bestimmt,
denn falls y; € A,y; # y existiert mit d(y;,2z) = 0, so hétten wir y, =
Ly +3) € A mit dlyp,2)? = |58 — 22 = (S = 2). (558 — ) = B+
WU 5y p -y z+ L = ||?J"2z||2+“y1‘2'2||2 _ Hy—i/lJE = ézi_‘_%i_ﬂy_—%lﬁ < &2,

also d(ys, z) < 6, Widerspruch. O

Anschaulich gesprochen konstruieren wir die gewiinschte Hyperebene H als
jene Hyperebene, welche durch 9—32“—5 geht und senkrecht auf 7z steht, also H =
{z:(z—y)z=a}mita=(z— y). L2 y und z liegen nach Konstruktion in

verschiedenen Halbhyperebenen und es bleibt zu zeigen, daf ANH=g,da
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wegen der Konvexitét dann ganz A in derselben Halbhyperebene wie y liegen
muB. Angenommen w € HNA also (z—y)w =a. Seiv=y+A(w—y) € A
mit 0 < A < min(ﬁﬁ%—“—g,l). Wegen 82 = (2 — y).(z — y) = 2(—(z — y).y)
haben wir 2\((z — y).y — @) + Aw — y? < 0, somit v — 22 = (y — 2z +
Mw = 9))-(y — 2+ XNw = y)) = & +2X\(y — 2).(w — y) + X|jw - y|* =
6% 4+ 2X((z — ).y — @) + A?||w — y||? < 6%, im Widerspruch zur Definition von
J. O

Satz 6.11 (Stitzlemma) Sei A C R" konver und abgeschlossen und z €
bd(A). Dann ezistiert eine Stitzhyperebene an A durch z.

Beweis. Es sei 21, 23, ... eine Folge aus R" — A mit lim_,o 2, = 2, d.h.
|2k —2|| — O fiir £ — oo. Nach 6.10 kénnen wir zu jedem zj, eine Hyperebene
Hy = {z : ug.x = o4} finden, welche A und z; strickt trennt, wobei wir
lluell = 1 und wg.2i, < oy, somit A C {z : ug.x > o4} fiir alle k¥ annehmen
kénnen. Aus oy, < |ug.z| < ||2]] (6.7(ii)) folgt, daB die Folge {a, o, . . .} nach
oben beschriinkt ist und aus ax > —|ug.2k] > —||zell > — (ll2]| + ||zx — 2l)
wegen ||z — z|| — 0, daB sie auch nach unten beschrinkt ist. {a1,00,...}
besitzt also eine konvergente Teilfolge, ebenso wie {1, us, ...}, welche in der
kompakten Menge {z € R" : ||z|| = 1} enthalten ist. Wir konnen also eine
Teilfolge 41,1z, ... finden mit a;, — @, u;, —> u, wobei |lu|| = 1. Die
Hyperebene H = {z : u.x = o} ist nun eine gewiinschte Stiitzhyperebene,
denn fiir y € A gilt u;,.y > o, fiir alle k, also u.y > o und auflerdem haben

wir u;, .2z, < o, fiir alle &, also u.z < @, d.h. z € A. 0

Wir kénnen nun genauere topologische Aussagen iiber konvexe Mengen ma-

chen.

Satz 6.12 Es sei @ # A C R".
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(i) Ist A konves und abgeschlossen, so ist A der Durchschnitt aller A ent-

haltenden abgeschlossenen Halbhyperebenen.

(ii) Ist A konvex, abgeschlossen und enthdlt A keine Geraden, so gilt
ext(A) # .

(iii) Ist A konver und kompakt, so ist A = conv(extA).
(iv) Ist A kompakt, so auch conv(A).

(v) Sei A konvez, abgeschlossen und H eine Stitzhyperebene an A. Dann
gilt ext(AN H) = ext(A) N H. Auferdem ist ANH C bd(A).

Beweis

(i) Klarerweise gilt A C (cl(H;") = N(H; U H;). Andererseits folgt aus
6.10 daB zu jedem z ¢ A eine Hyperebene H existiert mit A C HY,
z¢ HUH™.

(ii) Die Behauptung ist klar fiir dimA — 0 oder dimA = 1, da dann A
enweder ein Punkt oder ein abgeschlossenes Interval bzw. eine abge-
schlossene Halbgerade ist. Sie sei richtig fiir Dimension < n — 1. Sei
z ¢ ext(A), z €]a,b[C Aund g = ab. Dann ist gN A abgeschlossen und
konvex, aber nicht ganz g, also hat gNA mindestens einen Endpunkt u,
wobei klarerweise u € bd(A). Nach 6.12 existiert eine Stiitzhyperebene
H, an A durch u. Die Menge A, = H, N A erfiillt nun die Voraus-
setzung des Satzes mit dimA, = dimA — 1. Also gilt ext(A,) # 2.
Jeder Extremalpunkt z von A, ist aber auch Extremalpunkt von A, da

ansonsten z €|z, z2[ mit p1,p2 € A auf verschiedenen Seiten von H,.

(iii) wird mit demselben induktiven Schluff wie 6.12(ii) bewiesen.
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(iv) nach 6.5 kann jedes € conv(A) als konvexe Kombination z =
S o AiZi, T; € A, dargestellt werden. Gilt also [ly|| < p fiir alle
y € A, so haben wir ||z|] < 3 Aljzill € 3 Aip = p. conv(A) ist also
beschrinkt. Es sei z € cl(conv(A)). Dann existiert eine Folge 21, 23, . . .
aus conv(A) mit z; —> z. Seien 2z, = e )\k,ixk,i konvexe Darstel-
lungen der z; mit zx; € A fiir alle ¥ und ¢. Aus der Kompaktheit von
[0,1] und A folgt fiir jedes i die Existenz konvergierender Teilfolgen
Miti=1,...} {zks: 5 =1,...}. Esseien A,z die Limites.
Dann gilt 0 < A® < 1 fiir jedes 4, 3.7 g A® = limj o0 Y org My =
liml =1, 29 € 4, und z = limj o0 2k, = limjy00 D ig )\kj,,‘a:kj,i‘ =
S o lim o0 Ak ik i = Soro A2, also 2 € conu(A).

(v) wurde schon beim Beweis von 6.12(ii) gezeigt. O

/

/1
1

ext

L

N

AN

Abbildung 73:

Beispiel. Jede Menge
cl(Inn <(p,q)) ist konvex
abgeschlossen und enthélt
keine Geraden. Der einzige
Extremalpunkt ist der Schei-
tel. Ist A abgeschlossen, aber
nicht beschrankt, so muf
conv(A) nicht abgeschlossen
sein. (Siehe Aufgabe 6)

Wir wenden uns nun den konvexen Polyedern zu. Wenden wir unsere bishe-

rigen Ergebnisse an, so haben wir:

Satz 6.13 Sei S C R" konvezes Polyeder.
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(i) S ist kompakt und somit S = conv (ezt(S5)).

(ii) S = ((H;UH;*) iiber alle abgeschlossenen Halbhyperebenen, welche S

enthalten.

(iii) Sei H Stiitzhyperebene an S. Dann ist SU H konvezes Polyeder mit
ext(SU H) = ext(S) U H.

Behauptung (ii) kann zu einer Charakterisierung konvexer Polyeder

verschirft werden.

Satz 6.14 Es sei S C R™ beschrinkt. Dann ist S ein konvezes Polyeder
genau dann, wenn S Durchschnitt endlich vieler abgeschlossener Halbhyper-

ebenen ist.

Beweis. Es sei § = ﬂf;_l(Hi U H;f). S ist dann kompakt, also gilt
S = conv (ext(S)) und es bleibt zu zeigen, da S nur endlich viele Extre-
malpunkte enthilt. Sei z € ext(S). Da 2 Randpunkt ist, muf z auf einigen
Hyperebenen H; liegen, z.B. Hy, ..., H,. Dann gilt ﬂ?zl H; = {z}. Denn
angenommen yeﬂ?zl H; , y # z. Die Gerade g =7z C ﬂ?zl H; hat mit den
Hyperebenen Hpy1, . .., Hg hochstens einen Schnittpunkt gemeinsam. Unter
diesen endlich vielen Schnittpunkten wihlen wir jene zwei, die z auf g am
niichsten liegen (oder jenen einen, falls alle Schnittpunkte auf einer Seite lie-
gen). Jedenfalls ist z innerer Punkt eines Intervalles aus .S, im Widerspruch
zu z € ext(S). Da es nur endlich viele Kombinationen der H; gibt, deren
Durchschnitt ein Punkt ist, folgt, daB ext(S) endlich ist.

Es sei nun umgekehrt S ein konvexes Polyeder. Wir kénnen annehmen,
daB dim S = n, da wir ansonsten nur endlich viele abgeschlossene Halbhy-
perebenen H; U H", H; U H mit § = () H; hinzuzufiigen brauchen. Sei
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P = {po,...,Pm} die Eckenmenge von S, somit P = ext(S). S enthilt in-
nere Punkte. Um dies zu sehen, wihlen wir n + 1 affin unabhéngige Ecken,
0.B.d.A. seien diese py, . . ., p,. Wir behaupten, daBp = 25 >0 pi € int(S).
Sei H; = {po,...,Pi—1,Dis1,---,Pn} und H; jene offene Halbhyperebe-
ne, die p; enthilt, i = 0,...,n. Aus p = 25 (%Z#ipj) + —gp; folgt
p € Nio H. Andererseits ist H;" = {3 o Api: 3N =1, A > 0}, also
Ny H;" € conv{py,...,pn} € S. Jede Stiitzhyperebene H an .S schneidet
S in einem konvexen Polyeder SN H mit ext(SNH) = PN H. Da P endlich

ist, gibt es also nur endlich viele solche Polyeder SN H. Es seien Fy,..., Fy

die maximalen unter ihnen, wobei stets dim F; < n — 1. Hjy,..., Hy seien
zugehorige Stiitzhyperebenen mit S C H; U H;', i=1,...,k.

Behauptung: S = (e, (H; U H;). Es sei 2 ¢ S, dann miissen wir H; finden
mit z ¢ H; U H. L bezeichnet die Menge aller affinen Kombinationen von
hochstens n — 1 Ecken von S, das heitt L = (Jcpajcn1 A Nach 6.5 gilt
L 2 Uacpdim A<n—2 conv(A). M sei der ,Kegel“ aufgespannt von L mit
Spitze z,_das heifit M = U,er 22T, wobei wie iiblich zzt die Halbgerade
mit Scheitel 2 bezeichnet, welche = enthilt. Nach Konstruktion von L ist M

yenthalten in der Vereinigung endlich vieler Hyperebenen.

Abbildung 74:

Da eine solche Vereinigung niemals eine nichtleere offene Menge enthélt (man
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betrachte eine offene Kugel K mit Radius € und £ Hyperebenen, dann ist es
leicht, v € K zu finden, das auf keiner der Hyperebenen liegt), folgern wir
int(S) ¢ M. Esseiy € int(S) — M. Dann haben wir yzt NS = [y, 0
mit 3o € bd(S), insbesondere also yo €y, z[ Es sei N eine Stiitzhyperebene
an S durch yo, F = SN N mit F = conv(Py), o = PN N. Aus y ¢ M
folgt yo ¢ L, also dim F > dim Py > n — 1, somit dim F =n —1, das heifit
F = F fiir ein j. Ferner ist laut 6.12(v) F' C bd(S), alsoy ¢ N, z ¢ N und
y, z liegen auf verschiedenen Seiten von Hj;, das heifit z ¢ HjUH f . 0O

Aus 6.14 kénnen wir einige unmittelbare Folgerungen ziehen:

Satz 6.15 Seien Si,...,S; konveze Polyeder in R™. Dann sind ﬂle Si,
% | S; und conv (Uf:1 Si) konveze Polyeder. Der Durchschnitt eines kon-
vezen Polyeders mit einem Unterraum ist ein konvezes Polyeder. Das affine

Bild eines konvezen Polyeders ist ein konveres Polyeder.

Beispiele.

a. Simplices: Ein d-Simplex in R" ist definiert als die konvexe Hiille von d+
1 unabhingigen Punkten. Da je zwei (d + 1)-Tupel von unabhingigen
Punkten durch eine Affinitét ineinander iibergefiihrt werden konnen,
folgt aus 6.4, dafi je zwei d)-Simplices affine Bilder voneinander sind.
Figur 6.8 zeigt die d-Simplices fiir d = 0, 1,2,3.

VAV LY

Abbildung 75:
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b. Pyramiden: Die konvexe Hiille eines (d — 1)-dimensionalen konvexen
Polyeders B und eines Punktes a ¢ B heifit eine d-Pyramide mit Basis
B und Spitze a.

Abbildung 76:

c. Doppelpyramiden: Sei B ein konvexes (d — 1)-Polyeder und [a, b] ein
Intervall mit [a,b] N B = {c}, wobei ¢ €]a,b[ und ¢ € int(B) (bezogen
auf B). Die konvexe Hiille conv(BU|a, b]) heifit eine d-Doppelpyramide
mit Basis B.

|

Abbildung 77:

d. Prismen: Sei B ein konvexes (d — 1)-Polyeder, g = Ov eine Gerade, die
nicht parallel zu B ist. Die Vektorsumme B + [0, v] heiit ein d-Prisma
mit Basis B. Offensichtlich gilt B + [0, v] = conv(B, B + v).
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Abbildung 78:

Wir versuchen nun, mit Hilfe der Stiitzhyperebenen einen genaueren Uber-

blick iiber beliebige konvexe Polyeder zu gewinnen.

Definition. Sei S ein konvexes Polyeder in R*. F' C S heifit eine Seite von
S, falls F = @ oder F' = S oder falls eine Stiitzhyperebene H an S existiert
mit F = SN H. @ und S heifien die uneigentlichen Seiten , alle anderen
eigentliche Seiten . Die maximalen Seiten # S heiflen die Seitenflichen von
S. Eine Seite F' heifit eine k-Seite , falls dim F = k. Die Menge aller Seiten
von S wird mit F(S) bezeichnet.

Satz 6.16 Sei S konvezes Polyeder.

(i) Fir F € F(S) gilt ext(F) = ext(S)NF und F = conv(extF).
(ii) Es gibt nur endlich viele Seiten.
(iti) Sei Fy,...,Fy € F(S), dann ist iz, Fi € F(S).
(iv) F(S) bildet mit der Inklusioﬁ‘ einen Verband.

(v) ’Dz'e Ecken sind die einpunktigen Seiten.

(vi) bd(S) = UL, Fi, wobei Fi, ..., Fy die Seitenflichen sind.
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(vii) Sei Fy € F(S), Fy C Fi. Dann gilt F> € F(S) @ F; € F(Fy). Es ist
also f(Fl) = {F2 € F(S) . F2 g Fl}.

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir dim S = n an.

(i) haben wir schon in 6.12(v) gesehen.

(ii) ist eine unmittelbare Folgerung von (i).

(iii) Ist ﬂle F; = @, so ist nichts zu zeigen. Sei v € (-, F; und H; = {z:
u;.z = o;} = {z : u;.(x — v) = 0} Stiitzhyperebene mit F; = S C H;, wobei
wir 0.B.d.A. S C {z : u;.(x — v) > 0} annehmen konnen, fiir i = 1,...,£
Es sei H = {z : u.(z —v) = 0} mit u = ¥'_, u;. Dafiirz € S - Ne_, Fi
u;.(z — v) > 0 Fiir mindestens ein i gilt, ist u.(z — v) > 0, also insbesondere
u # 0, d.h. H ist eine Hyperebene. Wir haben nun S C {z : u.(z — v) > 0}
und v € H, also ist H eine Stiitzhyperebene an S. Sei y € ﬂle F;, dann ist
u.(y —v) = N0 u.(y —v) = 0, also y € S N H. Ist andererseits y € s — F;
fiir ein 4, so folgt u;.(y — v) > 0, und somit u.(y —v) > 0,dh. y ¢ SN H.
Wir haben somit ﬂf:I F;=SNH e F(S).

iv) Ist eine direkte Folgerung von iii).

v)Ist H eine Stiitzhyperebene an S mit SN H = {p}, so kann p nicht im
Innern eines Intervalles aus S liegen, also p € ext(S). Es seien Fy,..., Fj
die Seitenfliichen mit zugehorigen Stiitzhyperebenen Hy,. .., Hi. Im Beweis
von 6.13 haben wir gesehen, da$f S = (°_,(H; U H;"). Ein Punkt p € ext(S)
liegt, da er Randpunkt ist, auf einigen der H;’s, z.B. Hy,..., H,. Dann gilt
aber nach dem ersten Teil des Beweises in 6.13 {p} = N, H; = (i, Fi,
also {p} € F(S) nach iii).

vi) Nach 6.12(v) ist (°_, F; C bd(S). Umgekehrt geht durch jeden Rand-
punkt eine Stiitzhyperebene, also gilt auch die umgekehrte Inklusion.

vii) Seien Fy, F; € F(S) mit & # F, C K, # S. Dam gilt Fi =
SN Hy, F, = SN H, fiir zwei Stiitzhyperebenen H;, H; an S, also
F, = F,N Hy = F; N (F{ N Hy). Nach der Dimensionsgleichung 1.13(iii)
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folgt dim (Fl N Hy) = dim F; — 1, also ist Fy N H, Hyperebene in Fj.
Wiére nun u, v € F} in verschiedenen Halbrdumen von Fy N H, beziiglich Fy
und w €Ju, v[N(F N Hy), so hitten wir u, v € S, w € H,, was nicht geht,
da H, Stiitzhyperebene an S ist. Also ist Fy N Hy in F; Stiitzhyperebene
an Fi, d.h. F; € F(F;). Umgekehrt seien Fy € F(S), F, € F(F,) mit
@#F G F #5,ve F,. Nachi) gilt ext(Fy) C ext(F;) C ext(S) und
F, = conv(extF3). Hy = {z : uy.(z — v) = 0} sei Stiitzhyperebene an S mit
Fi=S8NH und S C {z:u;.(z—v) >0}, Hy = {z € F} : up.(x—v) = 0} sei
Stiitzhyperebene in F} mit Fy = F; N Hy, und F; C {z € F : ug.(x —v) > 0}.
Sei o := max(|u.(p — v)| : p € ext(S) — ext(F})), B := min(u;.(p—v) : p €
ext(S) —ext(F1)) und e e Rmit 0 < € < g (oder € > 0, falls @ = 0). Wir
definieren die Hyperebene H(e) = {z : (u; + €ug).(x — v) = 0} und behaup-
ten H(e) ist Stiitzhyperebene an S mit F, = SN H(e). Zunichst haben wir
F, € Hy C H(e), also F, C SN H(e), da fiir z € H, gilt H, C Hy, also
(ur + €ug).(z — v) = u1.(z — v) + eug.(2 — v) = 0. Sei p € ext(S) — ext(F}).
Dann ist (u; + eug).(p — v) > B —ea > 0. Sei p € ext(F}) — ext(F}).

Abbildung 79:

Dann ist (u; + eug).(p — v) = eus.(p — v) > 0. Fiir p € ext(Fy) ist (u; +
eug).(p — v) = 0 wie gesehen. Da H(e) U H(e)™ konvex ist, erhalten wir
S = conv(ext(S)) C H(e) U H(e)*, d.h. H(g) ist Stiitzhyperebene an S.
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Ist nun z = Y \;p; € SN H(e) konvexe Kombination aus ext(S), so haben
wir 0 = (ug + eup). S Mi(pi — v) = X Ai(wr + €ug).(ps — v), d.h. es muf
(u1 +eug).(p; —v) = 0 sein fiir alle \; > 0 also p; € ext(F;) und daher z € F5.
0

Definition. Sei S € R" ein konvexes d-Polyeder. Mit fi(S) bezeichnen
wir die Anzahl der k-Seiten von S, k = —1,0,1,...,d. Die 0-Seiten sind also
die Ecken von S (nach Satz 6.16 (v)), die 1-Seiten heilen die Kanten von S.
Im Fall d = 3 heien die 2-Seiten die Flichen von S. '

Es ist also stets
S .
£A(S) = 1u(5) = 1 und £(5) < )
k+1
", da jede k-Seite k + 1 unabhingige Punkte aus ext(S) enthélt und verschie-

dene Seiten verschiedene affine Hiillen haben.

Beispiele.

a) Simplices. Jede eigentliche Seite ist die konvexe Hiille von Punkten
aus ext(S), also selbst Simplex. Ist A C ext(S’), |A| =d, soist A
eine Stiitzhyperebene mit A = S N A, also ist die konvexe Hiille jeder
d-Untermenge auch Seite. Durch Induktion und Satz 6.16 (vii) folgt
daraus, daf die konvexe Hiille jeder (k+1)-Untermenge von ext(S) eine
k-Seite von S ist, also daf} ‘

fi(S) = ( i

fir k=-1,0,1,...,d.
k+1

b) Pyramiden. Sei S eine d-Pyramide mit Basis B. Aus der Definition

berechnet man leicht

fe(S) = fue(B) + fur(B)  fiir k=-1,0,...,d.
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Aus Figur 77 ersehen wir zum Beispiel

fb(S)=6+1=7, fi(8) =6+6=12, fo(S)=1+6=1.

c) Wiirfel. Sei W der Wiirfel. Dann haben wir fo =8, fi =12, f, = 6.

Abbildung 80: Wiirfel

Einer der schonsten Satze in der Theorie der konvexen Polyeder ist die Eu-

lersche Polyederformel:

Satz 6.17 Sei S ein konvezes d-Polyeder. Dann gilt

d

T (FD)EA(S) =0.

k=—1
Beweis Wir werden die Formel fiir d < 3 beweisen.

e d=0. S ist ein einzelner Punkt, alsoist —f_1 + fo=—-1+1=0.

e d=1. S ist ein abgeschlossenes Intervall auf einer Geraden.
Also —f 1+ fo—fi=-1+2-1=0.
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e d =2. S ist ein Polygon. Jede der f, Ecken ist in mindestens zwei
Kanten enthalten, andererseits aber auch in hochsten zwei Kanten, da
von drei Kanten eine in der Mitte wire, die zugehérige Gerade also
keine Stiitzgerade sein koénnte. Also ist jede Ecke in genau zwei Kanten
enthalten und umgekehrt enthilt jede Kante genau zwei Ecken, d.h.
fo=fiund somit —f_1 + fo— fi+ fo=-1+fo—fo+1=0.

e d=3. Im Fall d = 3 heiBt die Formel fo — f, + fo = 2.

Wir wollen eine etwas allgemeinere Formel fiir Graphen beweisen.

Zunéchst einige

Definitionen. Ein Graph ist ein Paar (E, K) bestehend aus einer endlichen
Menge E (deren Elemente Ecken heifien) zusammen mit einer Untermenge
K = {{v,v;} : vi,v; € E} von Eckenpaaren (deren Elemente wir Kanten
nennen). Gilt k& = {v;,v,}, so sagen wir v;, v; sind inzident mit £ und v;, v;
sind benachbart. Die Anzahl y(v;) := |{v; : {vi,v;} € K}| vom Nachbarn
von v; heifit der Grad von v;. Eine Folge v, vi, oo, mit {v;-1,v;} € K fiir
i=1,...,k heilt ein Weg, gilt vy = v; und sind alle v; ansonsten verschieden,
so sprechen wir von einem Kreis. Der Graph heifit zusammenhdngend, falls

je zwei Ecken v, w durch einen Weg v = vy, v1, ...,V = w verbunden sind.

Im Graph von der nachfolgenden ist z.B. v(u) = v(v) = y(w) = 3,7(z) = 4.

{u,v,w,x} ist ein Kreis.

Fiir unsere Zwecke interessieren wir uns fiir die Teilfamilie der ebenen Gra-
phen. Ein Graph (E, K) heifit eben, falls (E, K) so in R? eingebettet ist -
Ecken als Punkte, Kanten als Jordan’sche Kurven - dafi Kanten einander nur
in den zugehdrigen Eckpunkten treffen. Die kleinsten zusammenhéngenden

Stiicke, in die die Ebene durch (F, K) zerlegt wird, heifen die Regionen
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(inklusive die dufiere) von (E, K).

Abbildung 81:

Der Graph aus obiger Abbildung ist eben und hat fiinf Regionen, sieben
Ecken und zehn Kanten.

Wie hiangen nun 3-Polyeder mit ebenen Graphen zusammen? Sei S ein kon-
vexes 3-Polyeder, Fj eine Seitenfliche. Wir wihlen v ¢ S so, daf von allen
affinen Hiillen von Seitenflichen nur Fy den Polyeder S von v trennt. DaB so
ein v existiert, sieht man folgendermaflen. Es seien H; = {z : u;(z —a;) = 0}
die Stiitzhyperebenen an S mit F; = SN H; und S C {z : u;(z — a;) > 0},
| w; ||= 1, fiir alle %, wobei F alle Seitenflichen # Fy durchliuft. Ist w €
int(Fp) (bezogen auf Fp), so gilt &; = u;(w — a;) > 0 fiir alle i. Wir wéhlen
v ¢ S auf der anderen Seite von Fy mit || v —w ||< € = min¢;. Dann
haben wir u;(v — a;) = u;(w — a;) — u;(w — v)’z e— || w—wv || > 0 fiir alle 1.
Es seien F, K und F' die 0, 1, 2-Seiten von S,v gewidhlt wie angegeben und
relint(Fy) das Innere von Fp bezogen auf Fy. Es sei ¢ die Projektion von
bd(S) - relint(Fp) vom Zentrum v aus auf Fp, also ¢(z) = vzt N Fy. Das
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Tripel (¢(E), ¢(K), ¢(F')) heiit ein Schlegeldiagramm von S beziiglich Fq.

Abbildung 82:

Satz 6.18 Es sei S ein konvezes 3-Polyeder und V, K, F, die Mengen der
Ecken, Kanten und Flichen von S. Ein Schlegeldiagramm beziglich einer
Fliche Fy ist ein zusammenhingender ebener Graph (o(E), p(K)), dessen
Ecken, Kanten und Regionen bijektiv den Ecken, Kanten und Flichen von S

entsprechen (wobei Fy der dufleren Region entspricht).

Beweis. Sei z € bd(S) — Fy. vzt N S ist konvex abgeschlossen, also
vet N S = [z,w],w €]z, w[,w €bd(S), d.h. w € Fy nach Voraussetzung
iiber v. Also existiert ¢(z) fiir alle z. ¢ ist klarerweise bijektiv. ¢ erhilt die
Kollinearitat und Ordnung, denn sei [z,y] C bd(S) — Fo, dann ist cp[x, yl=
conv(v,z,y) N Fy ein konvexes Polyeder, d.h. ¢[z,y] = [p(z), p(y)]. Insbe-
sondere fiihrt also ¢ Ecken in Ecken (auf Fp) und Kanten in Kanten (auf
Fy) iiber, die sich wegen der Bijektivitit von ¢ nur an den Endecken treffen.
(p(E), p(K)) ist somit ein ebener Graph. Ist F; # Fy eine Fliche, so haben
wir ¢(F;) = conv(F; Uv) N Fy. @(F;) ist also ein konvexes Polygon in Fy,
d.h. eine Region von (p(E),o(K)). Ist umgekehrt w € Fy ein Punkt, der
auf keiner Kante aus ¢(K) liegt, so ist ¢~ '(w) € int(F;) fiir ein F; # Fy



149

(bezogen auf F}). Also liegt w in der Region o(F;), d.h. die Regionen von
(@(E), ¢(K)) entsprechen bijektiv den Flichen F; # F, und bedecken Fj.
Aus diesem letzten ist nun auch klar, daB (p(E), p(K)) zusammenhiingend
ist. | O

Die Euler’sche Formel wird nun aus dem folgenden Graphensatz folgen.

Satz 6.19 Sei (E,K ) ein zusammenhingender ebener Graph und fo, fi, fo
die Anzahl der Ecken, Kanten bzw. Regionen. Dann gilt fo — fi + fo = 2.

Beweis. Sei |E| = f,. Wir fiihren Induktion nach der Anzahl der Regionen.
Ist f; = 1, dann enthilt (E, K) keinen Kreis und es muf8 daher eine Ecke
a geben mit y(a) = 1 (denn ansonsten kénnten wir aus jeder Ecke wieder
herausgehen und miifiten wegen der Endlichkeit von E letztlich einen Kreis
produzieren). Lassen wir a und die indizierende Kante weg, so entsteht
wieder ein kreisloser zusammenhéngender Graph mit fy = fo—1, fi’ = fi—1,
fo! = 1. Nach fo — 1 Schritten bleibt eine einzelne Ecke iibrig, das heifit
1= fo—(fo—1),0= fi—(fo—1), also fo = fi+1 und somit fo— fi+ fo = 2.
Es sei nun f; > 2 und k eine Kante, die auf einem Kreis liegt. Entfernen
wie k, so ist der neue Graph nach wie vor zusammenhingend mit f} = fo,
fi = fi—1, f3 = fa—1, da die zwei an k angrenzenden Regionen verschmolzen
wurden. Nach Induktion haben wir somit fo — fi + fo = fj — fi + f3 = 2.0

Satz 6.20 Sei S ein konvezes 3-Polyeder mit f; i-Seiten, i = 0,1,2. Dann
gilt fo—fi+ fa=2

Zum Abschlufl wollen wir noch einige regulire Figuren studieren. Es sei S
ein konvexes 3-Polyeder mit fy, fi bzw. f, Ecken, Kanten bzw. Flichen.
Die Ecke v; sei in y(v;) Kanten enthalten, ¢ = 1,..., fo. Da jede Ecke Durch-
schnitt von Flachen ist, muf y(v;) > 3 sein. Da jede Kante genau 2 Ecken
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enthilt, erhalten wir die Gleichung
fo
> v(w) =2f
i=1

Die Fliche F enthalte p(F;) Kanten (wie auch Ecken). Es ist natiirlich
p(F;) > 3. Da jede Kante in genau 2 Flichen enthalten ist (dies sieht man
z.B. mit Hilfe des Schlegel Diagrammes), so erhalten wir eine weitere Glei-

chung
' f2
> _o(F) = 2.
=1 .

Zusammen mit der Euler Formel kénnen diese Relationen zur néheren Be-
stimmung der f;’s benutzt werden. Als Beispiel beweisen wir den folgenden

Satz iiber regulire Polyeder.

Satz 6.21 Es sei S ein konvezes 3-Polyeder mit v(v;) = p fiir alle Ecken
v und p(Fy) = q fiir alle Flichen. Dann sind fir fo, f1, f2,p,q nur folgende
Werte maglich: '

fo fi fo|p ¢
6 4 |3 3| Tetraeder
12 4 3| Oktaeder
12 3 4| Wiirfel

12 30 20|5 3| Ikosaeder

20 30 12 |3 5| Dodekaeder

Beweis. Aus pfy = 2f1 = qfs folgt pfo = %}é—f{l = 2—@{%_7)5. Da 2(p +
2 q

q) — pq > 0 sein muf} haben wir (p — 2)(¢ — 23 < 4. Daraus errechnen sich

nun sofort die angegebenen Werte. O

Eine Realisierung dieser 5 moglichen (fo, f1, f2)-Vektoren werden durch die
Platonischen Polyeder geleistet (deren Existenz natiirlich noch gezeigt wer-
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den miiite). In der unteren Zeichnung sind die zugehorigen Schlegel Dia-

gramme abgebildet.

Tetraeder Oktaeder Wiirfel

Ikosaeder " Dodekaeder v

Abbildung 83:

Ein verwandtes Problem betrifft regulire Polygonmuster. Wir wollen die
Ebene liickenlos mit reguldren Polygonen mit p Ecken jeweils bedecken, so
daB jede Ecke in genau g Polygonen enthalten ist. Wir sprechen dann von

einem reguldren {p,q} — Muster.

Satz 6.22 Reguldre {p,q}-Muster sind nur fir p = 6,q = 3;p = 4,9 = 4
und p = 3,q = 6 mdoglich.

Beweis. Sei v eine beliebige Ecke und « die Winkelgréfe eines Innenwin-
kels eines (und damit jedes) an v anstofienden Polygons. Bezeichnen wir wie

iiblich die Grofie des vollen Winkels mit 27, so haben wir o = -23”- Anderer-
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seits ist die Winkelsumme eines konvexen p-gons, wie man leicht sieht, gleiéh
(p — 2)7 und somit o = P—gzyr = (1 - %) .

Abbildung 84:

Wir schlieflen %—}-% = £, somit (p—2)(¢—2) = 4, und daraus die Behauptung.
O

Die drei regulidren Muster sind in Figur ?? angedeutet

Abbildung 85:

Aufgaben

1. Verschirfe das Trennungslemma. Seien A, A’ C R" konvex und A’
beschrinkt mit cl(A) N cl(4A’) = @. Dann kénnen A und A’ strikt

getrennt werden.
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. Verschirfe das Stiitzlemma. Sei A C R” konvex und C C bd(A) konvex.

Dann existiert eine Stiitzhyperebene H an A mit C C AN H.

Es sei A C R",|A| = n + 2. Beweise, dafl Untermengen A, A" C A
existieren mit A'N A” = & und conv(A”) # @.

(Hinweis: Verwende 6.5).

Beweise mit Hilfe von 3. den Helly’schen Satz. Es sei {Ai,..., Am}
eine Familie von konvexen Mengen in R",m > n + 1. Haben je n + 1
der Mengen A; einen nichtleeren Durchschnitt, so gilt (=, 4; # 2.

Seiten kénnen allgemein fiir beliebige abgeschlossene konvexe Mengen
A C R" definiert werden. Es sei exzp(A) die Menge der einpunktigen
Seiten. Zeige, daB ezp(A) C ext(A) C cl(expA).

Zeige, daf3 die konvexe Hiille einer offenen Menge in R" wieder offen ist.
Finde eine abgeschlossene Menge A # &, so dafl conv(A) eine offene

echte Teilmenge von R" ist.

Erweitere den Begriff dess Schlegel Diagramms zu d-Polyedern. Be-
stimme alle Schlegel Diagramme von 3-Polyedern mit héchstens 6
Ecken.

. Zeige, dafl der Graph eines Schlegel Diagramms eines 3-Polyeders 3-

fach zusammenhéngend ist, d.h. daB nach Wegnahme zweier beliebiger
Ecken (samt inzidierender Kanten) der Graph noch zusammenhingend

ist.

Sei S ein d-Prisma mit Basis B. Zeige, da8§ f3(S) = 2fo(B) und fx(S) =
ka(B) -+ fk_1(B) fir £ > 0.

Sei S ein konvexes d-Polyeder und F' eine k-Seite, —1 < k < d — 1.
Zeige unter Annahme von 6.17, daf Z;.i:k(—l)jhj(F) = 0, wobei h;(F)
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die Anzahl der j-Seiten von S ist, welche F' enthalten falls j > k oder
welche in F' enthalten sind, falls j < k.
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7 Topologie der Fichen

Wir wollen die Theorie der Polyeder verallgemeinern, um auch nicht konvexe
Polyeder einzuschliefien und sie auf ihre topologischen Eigenschaften hin zu

untersuchen.

Definition. Ein Hausdorff’scher, zusammenhingender, topologischer
Raum X heifit eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls jeder Punkt ei-
ne Umgebung hat, welche hom&omorph zur offenen Einheitskugel {z € R :
llz|| < 1} ist.

Beispiel. R und die 1-Sphire $* = {z € R* : ||z|| = 1} C R? sind 1-dim-
ensionale Mannigfaltigkeiten und es ist ein bekannter Satz der Topologie, daf}
R und S! bis auf Homéomorphie die einzigen separablen 1-dimensionalen

Mannigfaltigkeiten sind. Von nun an betrachten wir stets R®.

Definition. Eine kompakfe 2-dimensionale Mannigfaltigkeit in R3 heifit

eine geschlossene Fliche in R®.

Ziel dieses Kapitels ist es, alle geschlossénen Flichen zu klassifizieren (bis auf
Homdomorphie natiirlich). Beispiele geschlossener Flichen sind die 2-Sphére
(= Kugeloberfliche), der Torus, der Wiirfel:
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Abbildung 86: 2-Sphire, Torus, Wiirfel

Die fundamentale Definition fiir alles weitere ist die folgende:

Definition. Ein Polyeder in R? ist eine endliche Familie K = Ko UK; UK,

von Teilmengen von R3, so da8

i) Ae K= |A]=1
B € K; = B homéomorph zu R
C € K3 = C homoomorph zu R?.
Die Elemente aus Ky, K1, K heiflen Ecken, Kanten und Seitenflichen

von K.
(ii) Je zwei Mengen aus K sind disjunkt.
(iii) Ugex ist eine geschlossene Fliche.

E(K) := |Ko| = |K1| + |K2| heifit die geschlossene Euler-Charakteristik des
Polyeders .

Offenbar ist jedes konvexe 3-Polyeder ein Polyeder im Sinne der obigen De-
finition, und mit Hilfe des Schlegel Diagrammes folgt, daf8 jedes konvexe

3-Polyeder homoomorph zur 2-Sphére ist.
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Abbildung 87:

Obige Abbildung gibt ein Beispiel eines nichtkonvexen Polyeders K mit 16
Ecken, 32 Kanten und 16 Seitenflichen, indem man aus dem Wiirfel ein Loch
herausschneidet. Man erkennt, dal dieses Polyeder homéomorph zum Torus
ist. Ferner ist E(K) = 0. Unter einem Polygon verstehen wir eine Teilmenge
von R®, welche homdomorph zur Kreisscheibe ist und dessen Rand durch
~n > 1 Punkte in n Bégen (homéomorph zu [0,1]) zerlegt ist. Die Bogen
heiflsen die Seiten des Polygons und die Punkte die Ecken des Polygons.

Wir zitieren den folgenden Satz, der die Beschrinkung auf Polyeder erlaubt.
Satz 7.1 Jede geschlossene Fliche ist homdomorph zu einem Polyeder.

Unsere Aufgabe besteht also darin, Polyeder auf ihre topologischen Eigen-
schaften hin zu klassifizieren. Zunichst miissen wir eine handliche Beschrei-
bung finden, wie die Seitenflichen, Kanten und Ecken eines Polyeders zu-

sammengebaut sind.

Beispiel. Gegeben das Tetraeder. Wir betrachten die vier Seiten.
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alfd! ef7lc elbld
abc™! '

Abbildung 88: Tetraeder

Fiir jede Seite erkldren wir einen Durchlaufsinn (in diesem Beispiel, in dem
wir von aufien daraufblicken und den Gegenuhrzeigersinn wihlen). Fiir jede
Kante wihlen wir einen Durchlaufsinn, so da die Kanten richtig identifiziert
werden konnen. Ist die Kante k£ im Rand der Seite s, so schreiben wir k bzw.
k~1, falls der Durchlaufsinn von k¥ mit dem von s {ibereinstimmt bzw. nicht

iibereinstimmt.

Wir erhalten dadurch foigende kombinatorische Definition der Polyeder: Ge-
geben eine endliche Zahl von Polygonen, deren Seiten in Paaren gegeben sind.
AuBlerdem ist eine Orientierung der Seiten gegeben. Wir identifizieren jedes
Paar von Seiten unter Beachtung der Orientierung und nennen die identi-
fizierten Seiten Kanten. Falls die Ecken und Kanten mit der vorgegebenen
Inzidenz einenzusammenhingenden Graphen ergeben, so heifit das Gebilde

ein Polyeder.

Wir haben also drei Informationen:

a. Menge der Polygone
b. Paarung der Seiten heifit Ebene Représentierung des Polyeders.

c. Orientierung der Seiten
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Um ein Polyeder symbolisch zu beschreiben, gehen wir so vor: Wir wihlen
je einen Buchstaben fiir jede Seite und je eine Reihe fiir jedes Polygon. Wir
wihlen einen Durchlaufsinn der Polygone und Seiten und schreiben k bzw.
k7l je nachdem ob die Orientierungen von Seite und Polygon iibereinstim-
men oder nicht. Also erhalten wir ein Schema ¥ von Buchstaben, so daf}

gilt:

(i) Jeder Buchstabe kommt genau zweimal vor.

(ii) Die Menge der Reihen kann nicht in zwei disjunkte nichtleere Teile

zerlegt werden, so daf§ (i) gilt.

Bedingung. (ii) entspricht dem Zusammenhang des Graphen (bzw. der
Fliche).

Beispiel. Das Tetraeder aus obiger Abbildung hat die ebene Représentie-
rung:

abc™!
a! f d-?
ef~lc

e~ b~ d

Satz 7.2 Sei ein Polyeder K mit Schema = gegeben. Die folgenden Operatio-
nen in ¥ ergeben jeweils Schemata, welche ebenfalls ebene Reprdsentierungen
von K sind:

(i) Vertausche die Buchstaben einer Reihe zyklisch.

(i) Ersetze b durch b= und b= durch b.
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(111) Wechsle alle Ezponenten einer Reihe und drehe die zyklische Ordnung

der Reihe um.

Beweis. (i) ist klar. (i) bedeutet, daB wir den Durchlaufsinn der Seite b

umkehren, (iii) sagt, da wir den Durchlaufsinn eines Polygons umdrehen.O

Definition. Ein Polyeder heifit orientierbar, falls eine ebene Représentie-
rung existiert, in der jede Seite mit beiden Exponenten, also k¥ und kL,

auftritt, andernfalls nichtorientierbar.
Wir zitieren die topologische Kennzeichnung:

Eine geschlossene Fliche (oder allgemeiner eine zweidimensionale Mannig-
faltigkeit) ist orientierbar, falls fiir jede einfache geschlossene Kurve C' eine
Rotationsrichtung (z.B. im Uhrzeigersinn) erhalten bleibt, wenn wir einmal

um C herumgehen.

Orientierbar heifit, daf die Fliche zweiseitig ist. Das Mobiusband in Figur

=2

Abbildung 89: Mobius-Band

?? ist einseitig.

Das Tetraeder ist orientierbar, wie aus der obigen Représentierung hervor-

geht. Allgemeiner haben wir

Satz 7.3 Jedes konveze Polyeder ist orientierbar.



161

‘Beweis. Man betrachte ein Schlegeldiagramm und orientiere jede innere

Region im Uhrzeigersinn und die #ufere Region im Gegenuhrzeigersinn. O

Beispiele. Die einfachsten Schemata und zugehorigen Polyeder (oder
' Fléchen) sind in den nachfolgenden Zeichnungen abgebildet.

2 — Sphare

reelle projektive Ebene

%‘é.ﬁ

<>
<f§>>

@ Torus

bé i— b
aba“lb O CEE%
*b
b

%

Jc

Klein'sche Flasche

Abbildung 90: Einfache Schemata und dazugehorige Polyeder

Die 2-Sphire und der Torus sind orientierbar. Die reelle projektive Ebe-
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ne kann nur durch Identifizierung diametral gegeniiberliegender Randpunkte
realisiert werden. Die Klein’sche Flasche (wie alle anderen nichtorientierba-

ren Flichen) kann nur durch Durchdringung realisiert werden.

Warum ist das obige Polyeder ein Modell fiir die reelle projektive Ebene?
Die Punkte sind alle im Inneren der Kreisscheibe gelegenen Punkte und die

diametral identifizierten Randpunkte.

Die Geraden sind alle Kreisbogen, welche ge-
geniiberliegende Randpunkte verbinden. Die Axio-
me sind nun leicht verifiziert, ebenso die Abbildung
auf PG(R?).

Unsere niichste Aufgabe besteht darin, ein gegebe-
Abbildung 91: nes Schema ¥ auf eine moglichst einfache Form zu
bringen, ohne den topologischen Charakter des Po-

lyeders zu #ndern. Folgende Operationen werden dabei verwendet:

(U1) Unterteilung der Dimension 1. Eine Kante a wird durch Einfiigen
einer neuen Ecke (im Inneren) in zwei neue Kanten b,c unterteilt, unter
Beibehaltung der Orientierung. Im Schema heifit dies: a — bc bzw.

a ! = c .

]\ E | ]: E
b b
Abbildung 92:

(C1) Komposition der Dimension 1. Dies ist die Umkehroperation von (U1).
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Im Schema heifit dies: bc — a bzw. ¢ 167t — a~ L.

(U2) Unterteilung der Dimension 2. Zwei Ecken eines Polygons werden
durch Einfiigen einer neuen Kante e (im Inneren des Polygons) verbun-
den, wodurch zwei Polygone entstehen (unter Beibehaltung des Durch-

laufsinns des Polygons). Im Schema heifit dies:

b...ce !

b...ed...a —
ed...a

(C2) Komposition der Dimension 2. Dies ist die Umkehroperation von (U2).
Im Schema heifit dies:
b a b a

@) —> u )
d

M | ¢

Abbildung 93:

Definition. Zwei Polyeder K, K' heiflen elementar verwahdt, bezeichnet
K ~ K', falls X' aus K durch eine endliche Folge der vier Operationen (U1)
- (C2) hervorgeht.

Die elementare Verwandtschaft ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation, und

wir haben:

Satz 7.4 Seien K ~ K'. Dann gilt:
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(i) K und K' sind homdomorph.
(i) K orientierbar <> K' orientierbar.

(iii) B(K) = B(K).

Beweis. (i) ist klar. (ii) ist aus den Definitionen der Operationen direkt
zu entnehmen. In (Ul) wird die Zahl der Ecken und Kanten jeweils um 1
vermehrt, wihrend die Zahl der Polygone gleich bleibt. In (U2) wird die
Zahl der Kanten und Polygone um 1 vermehrt, wihrend die Eckenzahl gleich
bleibt, also bleibt die Euler-Charakteristik jeweils unveréndert. o

Unser Ziel ist, die Umkehrung von (ii) und (iii) zu beweisen, daf$ K und K’
genau dann elementar verwandt sind, wenn sie gleichen Orientierungscharak-
ter und Euler-Charakteristik haben. Dazu bringen wir jedes Schema durch
eine Folge von elementaren Operationen auf eine eindeutige Normalform, aus

der dann das Ergebnis abzulesen ist.

Sei K orientierbar mit Schema Y. Wir fiihren folgende Schritte durch:

(i) Durch eine Folge von Operationen (C2) erreichen wir, daf} ¥ genau eine
Reihe hat.

(i) Einfache Normalisierung. Sei die Reihe Pao 'Q mit P # &, Q # @
(P und Q sind eine Folge von Buchstaben).

_1- (U2 Pab N pe (c2
Paa™'Q w2 { 1010 @ g “3 pg.

Entweder ist nun ¥: aa™!, dann sind wir fertig und nennen aa™! die
Normalform (Hy) der 2-Sphiire mit Euler-Charakteristik E(H,) = 2.

Oder wir haben mindestens zwei verschiedene Buchstaben und X:
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aQa~'U mit Q # @. Sei |Q| minimal, b € @, dann muB b™' € U
sein. Also haben wir ¥: PaQbRa~*Sb~1T.

(iii) Henkelnormalisierung.

PaQbRa-'sp-T 3 ] POQPRe ey o p pgyipe
cla™18b 1T
~1QbRed ) -1
wy J ¢ QbRed | ¢y p o aorg-ips U3 e QTe
d-1PSH-'T e~1d-'PSRed

©A OTede'd'PSR —s PSRQTede 'd"".

Der Name Henkelnormalisierung wird deswegen verwendet, weil wir
den Henkel ede 'd~! aufsetzen (siehe Abbildung Einfache Schemata
und dazugehorige Polyeder).

Durch mehrmalige Anwendung von 2. und 3. kénnen wir schliefilich ¥ auf

die Normalform bringen:

(Hp) aibiar’biazbea;'b;? .. apbpay b,
Was ist die Euler-Charakteristik von (Hp)? |Ko| = 1, |[Kq| = 2p ist klar.,
Bevor wir die Seiten identifizieren, hat das Polygon 4p Ecken. Nach der
Identifizierung erhalten wir P, = P, = Py = P, =P = P = P = P =

Pg =...= P4p__1 = P4p__2, d.h. |’C0| = 1? und somit

E(Hy)=2-2p (p21).
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F 1A 2
by, 1 22
Pq jfﬂ_\\b:F
3
a
B¥ A "h'_-n,
-lr 9
. b d
. = by
!.\ 'F=
~ N 23
L | Pu
Abbildung 94:

Sei K nichtorientierbar mit Schema ¥. Wir fiihren folgende Schritte durch:

(i) Durch eine Folge von Operationen (C2) erhalten wir eine Reihe.

(ii) Einfache Normalisierung.
Dies ergibt die Form ¥ : PcQcR. Falls alle Mengen P, Q, R leer sind,

sind wir fertig. Ist P =ab...d,sosei P! :=d~'...b7'a™"

(iii) Kreuzhaubennormalisierung .

dQcR e ldQP™!
ReePQ™' — PQ 'Ree. -

PcQcR 4 { Ped™ } 3 p-1gra@ X3 { dfie } G

Dies heift Kreuzhaubennormalisierung, weil wir eine Fliche ee
anhiingen, in der gegeniiberliegende Punkte identifiziert werden (sie-

he Abbildung Einfache Schemata und dazugehérige Polyeder).

Y ist nun von der Form ¥ : Weyeicacs . . . cicy, wobei in W jeder Buch-

stabe (falls W # &) mit verschiedenen Exponenten aufscheint. Durch
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einfache und Henkelnormalisierung bringen wir ¥ auf die Form
—1p-1 131
c1C1CoC . . . i biaT *bT " . . asbsay; by

Nun transformieren wir der Reihe nach jeden Henkel in zwei Kreuz-
hauben durch

(iv)

—1p-1
" Recaba™'b7! Gkt { @™ b7 Red } 2

d~'cab
Reda~'dca %3 Rdad 'aee % Rddeeff.
Also erhalten wir schlie8lich die Normalform
€1€1C2C3 - - . CgCq.

Zur Berechnung der Euler-Charakteristik haben wir |KCs| = 1, [K4| = ¢.
Ferner ist nach Identifizierung P, = P, = P; = Py = ... = Py, also

IKo| = 1, und somit

E(C)=2-q (¢21)

e = ]
- F .,
P}q‘l 23
Fagd !
P %<g
t F.D ¥E
/
| 4
: 7
y
- - JFE

Abbildung 95:
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Da je zwei verschiedene Normalformen (H,) verschiedene Euler-
Charakteristiken haben, desgleichen zwei Normalformen (Cj), so haben also
zwei nicht elementar verwandete Polyeder verschiedenen Orientierungscha-

rakter oder verschiedene Charakteristik. Also:

Satz 7.5 Zwei Polyeder sind genau dann elementar verwandt, wenn sie glei-

chen Orientierungscharakter und gleiche Euler-Charakteristik haben.
Als Folgerung haben wir:

Satz 7.6 Fiir jedes Polyeder K gilt E(K) < 2 genau dann, wenn K

homdomorph zur 2-Sphdre ist.

Unser Klassifizierungsproblem der geschlossenen Flichen ist damit fast be-
antwortet. Wir wissen aufgrund von 7.1, daf es bis auf Homdomorphie
hochstens folgende Fliachen geben kann:

S, homdomorph zum Polyeder mit Normalform (Hp) (p =0,1,2,...)
N, hom&omorph zum Polyeder mit Normalform (C,) p=1,2,...)

Definition S, heifit die orientierbare Fliche vom Geschlecht p , Ny die

nichtorientierbare Fliche vom Geschlecht q .

Nach 7.5 kénnen wir von der Euler-Charakteristik einer geschlossenen Fliche
sprechen wie auch vom Orientierungscharakter. Da aus der Homologietheorie
folgt, da hom&omorphe Polyeder auch elementar verwandt sind, haben wir

in Zusammenfassung:

Satz 7.7 Zwei geschlossene Flichen sind genau dann homéomorph, wenn
sie gleichen Orientierungscharakter und gleiche Euler-Charakteristik haben
(bzw. gleiches Geschlecht).
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Daf tatsichlich alle Flichen S, und N, existieren, wollen wir anhand von

Modellen demostrieren.

Das Standardmodell fiir S, ist die Kugeloberfliche, an der p Henkel an-
gebracht sind. Die untere Abbildung zeigt S3 und ein dazu hom&morphes

Polyeder mit ebener Reprisentierung.

. E
- o
- 0*“- _,"'I"_ “".
. F .,
~ .t-'-f::l\ e {7 4
s Ad ~a e L
Y O YRR ot #T
¢ .#'_r oy !) L -?} ,{ I~ ”
i , E R0 . - - ] =T
. ) " i) -J, {f',."\\’ J %-\. ’\I :.v ?{\ .,l 1!'1'
- ‘e - [ ey
N S TP AN I
Abbildung 96:

Aus der Figur ist klar, daf das Polyeder orientiert ist. Die linke Hélfte der
ebenen Reprisentierung entspricht der vorderen Hemisphéere der Fliche, die
rechte Hilfe der hinteren Hemisphire. Die Anzahl der Ecken, Kanten und
Seiten ist fiir beliebiges p : |Ko| = 4p, |K1] = 8p und |K3| = 2p + 2, also
haben wir £ = 2 — 2p.

Fiir die nichtorientierte Fliche N, gibt es mehrere niitzliche Modelle. Aus
der Kugeloberfliche schneiden wir ¢ > 1 kreisformige Locher heraus und
identifizieren gegeniiberliegende Randpunkte (wir setzen also ¢ Kreuzhauben

auf), oder setzen auf den Torus ¢ — 2 > 1 Kreuzhauben auf.
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f_,.a—l"‘—n..__\
//"‘"_t"‘r.".': \\, ..r"":::_ S
{ '.,-:)3'-5'&'-_':}--. - gty .,
e l;'l,:'l o —— T . 3
[ Eeh = \_} Aaira v
1..,.,.9_- J ] Lh . '__:‘I ?
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Abbildung 97:

Die Anzahl der Ecken, Kanten und Seiten ist im ersten Fall |ICo| = ¢, |[Ki| =
2¢ und |K3| = 2, im zweiten Fall [Ko| = ¢ — 1, |Ky| = 2¢ — 2 und |IGy| = 1,
" also in jedem Fall E =2 —gq.

Es ist klar, daB analog auf S, Kreuzhauben aufgesetzt werden kénnen, wobei

t Kreuzhauben auf S, ein Modell der Fliche Ny ergeben.

Ein weiteres Modell erhilt man folgendermafien: Die Mobiusfliche M, der
Ordnung q ist ein Mobiusband (siehe Abbildung) mit ¢ — 1 ,Schnallen ©,
die nach einer Drehung um 180° geschlossen werden. M, hat eine einzige
geschlossene Randkurve (ai, a2, as, . . . in nachfolgender Abbildung). Darauf
setzen wir noch ein Flichenstiick homdomorph zur Kreissscheibe. Die nach-

folgende Abbildung zeigt den Fall g = 4.
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Abbildung 98: 3-schnalliges Mobiusband

Wir erhalten |Ko| = 2¢, |K1| = 3¢ und |[Ky| =2, also E=2—¢q

Abbildung 99:

Schneiden wir umgekehrt z.B. aus der reellen projektiven Ebene aus der
Abbildung Einfache Schemata und dazugehérige Polyeder ein Loch (entspre-

chend der Kreisscheibe), so erhalten wir das Mébiusband M;.

Zum Abschlufl besprechen wir das Féarbungsproblem auf geéchlossenen
Flichen. Sei K = (Ko, K1, K;3) ein Polyeder. Unsere Aufgabe besteht darin,
die Elemente X, so zu firben, daB zwei aneinandergrenzende Seitenflichen

(d.h. mit gemeinsamer Kante) verschiedene Farben erhalten.
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Definition. Das Polyeder K heifit k—f(’irbbar, falls Ky mit k Farben geférbt
werden kann. Die chromatische Zahl x(K) des Polyeders K ist die minimale
- Anzahl von Farben, die nétig ist, um K, zu firben. Ist F eine geschlossene
Fliche, so ist die chromatische Zahl der Fliche x(F) := maxx(K), erstreckt

iiber alle zu F homdomorphen Polyeder.

Wir sprechen anschaulich von einer Landkarte £ = (Ko, K1, K2) auf der
Fliche F, die durch die polyedrische Zerlegung entsteht, und nennen wie
bei ebenen Graphen (sieche Kapitel 6) die Elemente aus K, die Regionen von
L. Bei einer Farbung von £ miissen angrenzendé Regionen also verschieden
gefarbt werden. Die chromatische Zahl x(F) ist demnach die minimale Zahl
von Farben, die geniigt, um jede beliebige Landkarte auf F zu férben.

Offensichtlich gilt:

X(Sp) < x(Sp1)

X(Nq) < X(Ngt1)

Beispiele.

(i) So hat x(So) > 4, da das Tetraeder (welches homﬁomorph zu Sy ist)

klarerweise chromatische Zahl 4 hat.

(ii) x(S1) > 7. Die untere Abbildung zeigt eine Landkarte auf dem Torus
mit 7 Regionen, von denen je zwei eine gemeinsame Kante haben.
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“Abbildung 100: Landkarte auf dem Torus mit 7 Regionen

(iii) x(/NV1) > 6. In der unteren Abbildung ist eine Landkarte auf der reellen
projektiven Ebene abgebildet mit 6 paarweise angrenzenden Regionen,

also bendtigen wir 6 Farben.

Abbildung 101: Landkarte auf der reellen projektiven Ebene abgebildet mit

6 paarweise angrenzenden Regionen

(iv) x(N3) > 7. Die untere Abbildung zeigt eine Landkarte auf dem Mobius-
- band M3 mit 7 paarweise angrenzenden Lindern. Die dariiberliegende
Kreisscheibe (siehe Abbildung 3-schnalliges M6biusband) kann mit 1

gefiarbt werden.
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Abbildung 102: Mébiusband mit 7 paarweise angrenzenden Léndern

Satz 7.8 Sei F eine geschlossene Fliche mit Euler-Charakteristik E(F) <

1. Dann gilt:
T+ /49 — 24E(F
x(F) < [ 5 ( )J.

Beweis. Fiir e < 2 sei h(e) definiert durch h(e) := @. Wir haben
h2(e) — Th(e) + 6e = 0, also 6 (1 - m) = h(e) — 1. Bs sei K = (Ko, K1, Ka)
ein zu F homéomorphes Polyeder mit f; = |K;|, 1 = 0,1,2, also E(F) =
fo — fi + fa. Jede Kante inzidiert mit zwei Ecken und ebenso mit zwei
Regionen. Durch Operationen (C2) kénnen wir erreichen, daB jede Ecke mit
mindestens 3 Kanten inzidiert. Bezeichnet d die durchschnittliche Anzahl

von Kanten, die mit einer Seite inzidieren, so haben wir also
3fo < 2fi =dfs, fo— fi+ fo=E(F),

somit

f1 £3(f1 = fo) = 3(f2 — E(F)).
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Daraus folgt :

2 8= E(F) :6(1_@).
f2 f2 f2
Wir fiihren Induktion nach f. Ist fo < h(E(F)), d.h. fo < [AM(E(F))], so
ist die Behauptung trivialerweise richtig. Sei also f, > h und e = E(F).
Fall i) e < 0. Dann haben wir d < 6(1 - f—) < 6(1 - m) = h(e) — 1.
Es existiert also eine Region C, die an hochstens |h(e)| — 1 andere Regionen

angrenzt. Kontrahieren wir C zu einem Punkt (siehe Abbildung 103)

so kann das neue Polyeder nach In-

duktionsvoraussetzung mit |h(e)| NP G A | Ay
Farben gefiarbt werden, also auch

das urspriingliche indem wir C Ay —> *”
mit einer der fiir die angrenzen-

den Seiten nicht verwendeten Far-

ben farben. Abbildung 103:
Fallii) e = 1. Hieristd < 6 (1 - },1;) < 6 = h(1). Wir kénnen nun denselben
Induktionsschlu8 wie in Fall i) machen. O

Warum wurde im Beweis von Satz 7.9 der Fall E(F) = 2, dh. F
homéomorph zur 2-Spire, ausgeschlossen? Hier haben wir d < 6 (1 — f—z) <
6, aber h(2) = 4. Also kénnen wir mit dem Induktionsschluf8 aus 7.9 nur
x(Sp) < 6 schlieB. Schon lane war bekannt, da x(So) < 5 ist. Daf x(So) < 4
und somit x(Sp) = 4 (das Tetraeder benétigt 4 Farben) tatsichlich gilt, war
lange Zeit als 4-Farben Vermutung bekannt und wurde 1977 bewiesen. ‘Als

Folgerung haben wir nun:

Satz 7.9

(i) x(S) < | =572 (p20)
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(1) x(Ng) < [Zﬂfﬂj (g>1).

Beispiele. x(S;) = 4 haben wir schon besprochen.x(S;) < 7 und daher
x(81) = 7 aufgrund der Abbildung : (Landkarte auf dem Torus mit 7 Regio-
nen). x(&N;) < 6 und damit x(NV;) = 6 aufgrund von Abbildﬁng : (Landkarte
auf der reellen projektiven Ebene abgebildet mit 6 paarweise angrenzenden
Regionen). x(N;) < 7 und damit x(N;) = 7 aufgrund von der Abbil-
dung (Mé&biusband mit 7 paarweise angrenzenden Lindern). Daraus folgt
x(Nz) = 6 oder 7. Tatsiichlich gilt x(N,) = 6.

Um die Umkehrung in 7.9 zu beweisen, versuchen wir eine Landkarte L, auf
F zu zeichnen mit n Regionen, die paarweise aneinander grenzen. Fiir £,
gilt also |KCo| =n, [Kq| = (3).

Es sei v(£,) = min(p), so daB L, auf S, gezeichnet werden kann, analog
¥(L,) = min(q), so daB§ L, auf N, gezeichnet werden kann. Man sieht mit
einer dhnlichen Uberlegung wie in 7.9, da8 y(£,) > [@:%M‘l , Y(Ln) >
I'§n~3)(n——4)] _

6

Daf tatsichlich Gleichheit gilt fiir alle y(£,) und ebenso fiir alle 7(£,,) mit
der einzigen Ausnahme #(L,) = 3, Wurde erst in den letzten Jahren bewie-
sen. Als abschlieBendes Ergebnis zeigen wir,dafi Gleichheit in den Formeln

fiir ¥ und 4 auch die Gleichheit in 7.9, also den beriihmten Farbensatz fiir

geschlossene Flachen impliziert.

Satz 7.10 Fir jede geschlossene Fliche F mit Ausnahme der Klein’schen

Flasche Ny gilt: :
7+ /49 — 24E(]—')J
2

X(F) = [

f’l:iT N2 st
x(F) = 6.
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Beweis. Es sei £, eine Landkarte auf S, mit n maximal. Dann gilt
n < x(Sp) < [@J nach 7.9. Aus der Maximalitit von n folgt
l'(ﬁ;?%%ﬁ:él] > p, somit n?—5n+6—12p = (n - 5353%@) (n - @) >
0. Wir erhalten n > HVIF® aig0 TVIHER _ 1 < 4(S,) < TVITR | 4 h.
x(Sp) = V—t——;@J. Sei N, gegeben. Wir wissen schon x(Ni) = x(NVs) = 6,
x(Ns) = 7. Sei nun L, eine Landkarte auf Ny, ¢ > 4, mit n maximal.
Dann ist n > 8 und es gilt n < x(N,) < [Ii—‘/i;—:'—ﬂ:qJ Wie im orientier-

baren Fall schlie wir nun {L’L:E)éﬂﬁl-l > ¢, somit n? — 5n + 6 — 6¢ =
(n — Vit Y3 H%’) (n — S=vi+2h V;” 1’1) > 0, und daraus “EYit2% ";“ 4 _1<n< x(Ny) <
7+\/2W2‘46’ also x(N,) = [E@J

O

2

Aufgaben

1. Wie viele elementare Operationen bendtigt man, um einen Wiirfel in

einen Tetraeder zu transformieren?
2. Transformiere das Schema aias .. .a:0; . . . aga; in die Normalform.

3. Gegeben ein Polygon mit 2n Kanten. Man identifiziere Paare von Sei-
ten, so daf das resultierende Polyeder orientierbar und moglichst groBes
(moglichst kleines) Geschlecht hat. Wie groff (wie klein) kann das Ge-
schlecht sein?

4. Es sei K ein Polyeder mit folgenden Eigenschaften: Jede Ecke inzidiert
mit 4 Kanten und jede Seitenfliche mit 5 Kanten, und es gilt 9 <
|Ks| < 15. Zeige , daB K nicht orientierbar ist.
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5. Es £ eine Landkarte auf dem Torus mit X(E) = 7. Zeige, daB} L eine
Teillandkarte £; besitzt, d.h. 7 Regionen, die paarweise aneinander

grenzermn.

6. Zeichne Lg auf die Féache Ns.
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