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Aufgabe 1: Polaritit beziiglich eines Hyperboloids (6 Punkte)
Sei @ C R? ein einschaliges Hyperboloid mit Zentrum im Koordinatenursprung,
und sei ¢ C @ eine Gerade auf dem Hyperboloid. Mit Polaritdt (Dualitdt) ist im
Folgenden die Polaritét beziiglich () gemeint. Zeigen Sie:

(a) Das Polare jedes Punktes auf ¢ enthalt ¢.

(b) Die Gerade ¢° ist selbstdual: ¢° = ¢.

(c) Jede selbstduale Gerade im R? liegt vollstéindig auf dem Hyperboloid.

Aufgabe 2: Reeller projektiver Raum (4 Punkte (+2))
Fiir n > 1 bezeichne RP"™ den n-dimensionalen reellen projektiven Raum. Beweisen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussaugen:

a) RP™ ist ein Vektorraum iiber R.

b) RP" ist ein kompakter topologischer Raum.
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(c) RP™ ist wegzusammenhéngend und Hausdorff.
(d) RP™ ist ein metrischer Raum.

(

e)* RP™ ist einfach zusammenhéngend fir n > 2.

Aufgabe 3: Projektive Quadriken (4 Punkte)
Eine projektive Quadrik ist eine Teilmenge () C RP™ der Form

Q= {[v] e RP": v'Mv = 0}

fiir eine von null verschiedene symmetrische Matrix M € R"*+D*+D  Eine affine

Quadrik ist die Nullstellenmenge eines Polynoms in R[zq,. .., z,] vom Grad 2, wie

in der Vorlesung definiert.

(a) Beweisen oder widerlegen Sie: Fiir jede projektive Quadrik @ C RP"™ ist @ =
QNR"={[v] € Q: [v] =[(1,2)] fiir ein © € R"} eine affine Quadrik.

(b) Fiir welche affinen Quadriken Q) existiert eine projektive Quadrik @, sodass
QNR" = Q?



Aufgabe 4: Projektive Unterriume (6 Punkte)

(a) EsseiV ein vierdimensionaler Vektorraum. Zeigen Sie, dass sich je zwei Ebenen
im zugehorigen projektiven Raum P (V) in einer Geraden schneiden.

(b) Es sei V ein dreidimensionaler Vektorraum iiber dem Korper Fy = Z/27Z. Wie-
viele Punkte und Geraden enthilt P(V)? Wieviele Punkte liegen auf jeder Ge-

raden, wieviele Geraden gehen durch jeden Punkt?



