7 Sphirische und elliptische Geometrie

Hier diskutieren wir ausfiihrlicher sphdrische Geometrie, also
X =57 G=0(n+1)
und dann, davon abgeleitet, elliptische Geometrie, also

X =5"(x~—2)=RP",  G=PO(n+1)=0(n+1)/(%l).

7.1 Sphirische Zweiecke

Definition 7.1 (Kollinear, Hemisphire, Zweieck). Kollineare Punkte auf der Sphire S™ sind
Punkte, die auf einem Grofkreis liegen (also auf einem Schnitt der S™ mit einem 2-dimensionalen
Unterraum).

Eine Hemisphdre auf der S™ ist eine Teilmenge von der Form
Hy :={x € S": (z,N') >0}

wobei N’ € S™ der Pol der Hemisphire ist (N € Hy:, —N & Hpyy).
Ein Zweieck ist der Schnitt von zwei verschiedenen, nicht gegeniiberliegenden Hemisphéren,
also HN/ N H]\/[/ mit M’ 7£ +N'.

Lemma 7.2. Jede Hemisphdire hat die Hiilfte des Volumens der n-dimensionalen Sphdre. Ein
Zweieck hat einen Anteil von o /21 am Volumen der n-Sphiire, wobei « der Innenwinkel des
Zweiecks ist (und o der Auflenwinkel), also

a+a=m, (N,N') = cosQ, (N,N') = —cosa.
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7.2 Sphirische Dreiecke

Sehr viel Geometrie lasst sich von der Geometrie von Dreiecken ableiten.

Jedes Dreieck liegt in einer 2-dimensionalen Hypersphire, also dem Schnitt der S™ mit einem
3-dimensionalen Unterraum des R™"!. Daher nehmen wir im Folgenden ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit an, dass wir ein sphérisches Dreieck in der S? betrachten.

Definition 7.3 (Dreieck). Ein Dreieck /A C S? ist in der sphirischen Geometrie ein Schnitt
dreier Hemisphéren
A = HA/ﬂHBrﬁHCI

deren Pole A’, B’, C' nicht kollinear sind (also nicht auf einem GroBkreis liegen).
Lemma 7.4. Jedes sphdrische Dreieck /\ C S? liisst sich auch beschreiben als
AN={reS? x= A+ puB+vC, \ pu,v>0}

1ir drei nicht kollineare Punkte < , dle BCKen aes prelecks.
fiir drei nicht kolli Punkte A, B,C € S2, die Ecken des Dreieck

Beweis. Die Punkte A, B, C sind gegeben durch
B x O xA _ A'x DB
B x ) orx A A x B
Mit dieser Konstruktion iiberpriift man
(A", A) >0, (A',B) =0, (A", C) =0,
(B', Ay =0, (B',B) >0, (B',C) =0,
(C',A) =0, (C",B) =0, (', Cy > 0.
Alternativ: Die zwei Gleichungen in der ersten Spalte legen A fest bis auf einen freien Parame-
ter, |A| = 1 legt dann A fest bis auf das Vorzeichen, (A’, A) > 0 legt das Vorzeichen fest. [
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Lemma 7.5. Im Dreieck /\ = ABC sind die Kantenlingen (in der intrinsischen Metrik der
Sphdire, vom Radius 1) gegeben durch

cosa = (B,C), cosb = (C, A), cosc = (A, B)
und die dufleren Winkel durch
cosa = (B',C"), cos B = (C', A, cosy = (A, B),
mit Innenwinkeln o = m — QO usw.

Beweis. Abstinde auf der Sphire (also auch die Kantenldngen im Dreieck) messen wir in der
intrinsischen Metrik: der Abstand zwischen A und B, also die Kantenlidnge c, ist durch die
Liange des kiirzesten Weges von A nach B gegeben. Der kiirzeste Weg ist ein GroB3kreisbogen.
Weil wir die Einheitsphire (Radius 1 betrachten), ist die Linge des GroBkreisbogens genau
der Winkel zwischen den Vektoren 0A und 0B, die wir wie iiblich mit den Punkten A und B
identifizieren. Und nach der iiblichen Formel fiir das Skalarprodukt ist damit (A, B) = cosc.
(Vergleiche Definition 1.10.)

Die anderen Formeln folgen analog, bzw. aus Symmetrie und Dualitét. L]

Proposition 7.6. Zu jedem Dreieck /\ = ABC gibt es das duale Dreieck /\' = A'B'C" so dass
e das Duale des Dualen ist das Ausgangsdreieck: /\" = A,
e die Kantenliingen des Dreiecks sind die Auflenwinkel des Dualen, und umgekehrt: o' = Q,
Usw.

Lemma 7.7 (Dreiecksungleichungen). Die Kantenldngen, Auf3enwinkel und Innenwinkel des
sphdrischen Dreiecks N\ = ABC erfiillen

a+b—c>0 a—b+c>0 —a+b+c>0 a+b+c<2m
a+p—-—7>0 a—p+9>0 —a+p+7>0 a+p+7y<2n
a+fB—-—v<m a—fB+y<m —a+fB+y<m a+fB+y>m.

Beweis. Die ersten drei Ungleichungen fiir die Seitenlidngen folgen aus der Dreiecksunglei-
chung fiir die Metrik auf der Sphére. Die vierte folgt aus

atbtc=d(B,0)+d(C, A)+d(A, B) < d(B,C)+d(C, —B)+d(—B, A)+d(A, B) = 7+.

Die Ungleichungen fiir die AuBenwinkel folgen daraus sofort nach Proposition 7.6, und damit
auch die Ungleichungen fiir die Innenwinkel mit « = 7 — @ usw. O]

Insbesondere wissen wir aus Lemma 7.7, dass in jedem sphérischen Dreieck die Winkelsumme
a+ [+ y groBer ist als 7.

Theorem 7.8. Die Fliiche des Dreiecks /\ = ABC mit Innenwinkeln o, 3,7 ist o + 3+ v — .

Beweis. Die Zweiecke, die von den Innenwinkeln von A und von denen des gegeniiberliegen-
den Dreiecks —/\ aufgespannt werden, iiberdecken die Sphire S? ganz, dabei die Dreiecke /A
und — A dreifach, den Rest aber einfach. Also erhalten wir

(2 + 208 4 27) + (2a 4+ 28 + 27) = 47 + 2Vol(A) + 2Vol(A),

63



also
da+ 406 + 4y = 4w + 4Vol(A).

]

Aufgabe. Sei V ein sphirisches Viereck, dessen vier Kanten alle gleich lang sind, und dessen
Innenwinkel alle 27t /3 (also 120°) betragen. Berechnen Sie die Flidche von V' auf zwei verschie-
dene Weisen, sowie den Umfang von V.

Aufgabe. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenldngen 37 /8 und 7 /2. Berech-
nen Sie Umfang und Fliche des Dreiecks, falls es (i) ein sphérisches Dreieck (ii) ein euklidi-
sches Dreieck (also in der Ebene R?) ist. Welches Dreieck ist groBer?

28. Juni 2012

Proposition 7.9. Seien a,b,c € R.

(1) Ein sphdarisches Dreieck mit den Kantenlingen a, b, c existiert dann und nur dann, wenn
die vier Dreiecksungleichungen

at+b—c>0 a—b+c¢c>0 —a+b+e>0 a+b+c< 2

erfiillt sind.
(i) Wenn das Dreieck existiert, dann ist es eindeutig bis auf Kongruenztransformationen.

Beweis. Wir diirfen A, B im Abstand c auf dem Aquator platzieren, und betrachten die Kreis-
scheiben K 4 und Kz vom Radius b bzw. a um A bzw. B.

Wir brauchen, dass die Kreisscheiben iiberlappen und sich die Randkreise in zwei Schnittpunk-
ten (in der oberen und in der unteren Hemisphire) schneiden. Das wird durch die vier Unglei-
chungen garantiert: Wenn a + b < c ist, dann sind die beiden Kreisscheiben disjunkt. Wenn
a+c<b,dannist Kp C K ;wennb-+c < a,dannist K4, C Kg. Wenna+ b+ ¢ > 27, dann
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ist K4 U K = S?, die Kreischeiben iiberdecken die Sphire, aber die Randkreise schneiden
sich nicht.

In allen anderen Féllen gibt es wie gewiinscht die beiden Schnittpunkte, und daraus folgt Exis-
tenz und Eindeutigkeit des Dreiecks. O]

In jedem sphirischen Dreieck kann man aus den Seitenlingen die Winkel berechnen (wie in der
euklidischen Geometrie, mit Hilfe des Kosinussatzes!), aber auch aus den Winkeln die Seiten-
langen berechnen.

Proposition 7.10 (Kosinussatz). Im sphdrischen Dreieck mit Kantenldngen a, b, c und Auf3en-
winkeln , 3,7 gilt der Seitenkosinussatz

. —cosa-+cosbcosc
cosQ =

sinbsin ¢

und der Winkelkosinussatz

— cosQ + cos [ cosy
cosa = —— .
sin sin 7y
und entsprechend fiir cos f und cos? bzw. cosb und cos ¢ bei gleichzeitiger Permutation von
a—b—cunda — — 7.

Beweis I (nach Pak [3, p. 360]). Wir diirfen nach einer Drehung annehmen, dass A im Nordpol
der Sphire liegt, und B, C' auf GroBkreisen durch den Nordpol, die den Aquator in 5B bzw. C
schneiden.

Wenn wir A, B, C, B, C als Einheitsvektoren behandeln, so gilt offenbar

B = (cosc)A + (sinc)B C = (cosb)A + (sinb)C.
Nun gilt (B, C) = cosa, (B, C) = cosa, sowie (A, B) = (A,C) = 0 und damit

cosa = (B,C) = ((cosc)A+(sinc) B, (cos b) A+(sin b)C') = ... = cos ccos b+sin csin b cos a.

Beachte, dass « der Innenwinkel ist. Der erste Teil des Winkelkosinussatzes folgt nun fiir @ =
m — «, der zweite aufgrund von Dualitit. L]
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Beweis 2 (nach Springborn [4, p. 7]). Seien V := (A B C) € R¥*3und W := (A B' (') €
R3*3 die Basismatrizen, die dem Dreieck bzw. dem polaren Dreieck entsprechen.
Die Gram-Matrix zu V ist dann die symmetrische, positiv-definite Matrix

(A;A) (A,B) (A C) 1 cosc cosb
G:=V'V=|(B/A) (B,B) (B,C)|=|cosc 1 cosa
(C,A) (C,B) (C,C) cosb cosa 1

Genauso gehort zu W die Gram-Matrix

(AVANY (A, B (A, C) 1 cosy cosf3
G =W'W = [((B,AY (B,B) (B,C")| =cosy 1 cosa
(¢, A (¢, B (C',C) cosf3 cosa 1
Und schlieBlich berechnen wir das Produkt
(AA)Y (A, B) (A,C) (A" A) 0
WV = (B'JA) (B',B) (B,C)| = 0 (B', B) 0 =D,
(C',A) (C',B) (C',C) 0 0 (', C)y

eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonaleintrigen, also invertierbar.

Damit konnen wir G’ einerseits aus 1/ berechnen, also aus cos &, cos B und cos 7, andererseits
aus V mit W8 = DV~'und W = (V!)7'D, und damit G’ = W'W = DV (V))~'D =
DG~'D, und damit aus a, b und c.

Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir G’ und Vergleich der Matrixeintréige liefert zuerst For-
meln fiir die Diagonaleintrige von D, und dann die Seitenkosinussétze.

Die Winkelkosinussitze erhdlt man entweder analog, oder viel einfacher aus der Dualitét von
Proposition 7.6. O

Wir geben zwei weitere, wichtige Formeln/Resultat der sphirischen Geometrie ohne Beweis
an.

Proposition 7.11 (Sinussatz). Im sphdirischen Dreieck mit Kantenlingen a, b, c und Aufienwin-

keln a, 3,7 gilt
sin a sin b B sinc

sin@  gin3  siny’
(Dies gilt natiirlich genauso fiir die Innenwinkel «, 3,7, wegen & = m — « und damit sin & =
sin a, usw.)

Proposition 7.12 (Napier’sche Regel). Im rechtwinkligen sphdrischen Dreieck mit Seitenldngen
a, b, ¢, Innenwinkeln o, 3 sowie v = /2, und “Seitenkomplementen” @ = 7/2—a, b := /2 —a
gilt

cosc = sinasinb = cot o cot b,

sowie die vier weiteren Gleichungen, die man durch die zyklische Vertauschung
coa—sb—oa—f—c

daraus gewinnen kann.
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7.3 Sphirische und Elliptische Geometrie

Im letzten Abschnitt haben wir die Geometrie von sphirischen Dreiecken in der S? analysiert.
Alle Ergebnisse gelten aber genauso in der S™ (n > 2), weil jedes Dreieck der S™ in einer
2-dimensionalen Untersphire liegt.

Weiter kann man analysieren, dass die hochdimensionale Geometrie sehr weitgehend aus der
Geometrie von Dreiecken abgeleitet werden kann. Siehe zum Beispiel die Beitridge zur “Coarse
Metric Geometry” von Mikhail Gromov, dem Abel-Preistridger von 2010, vgl. Burago, Burago
& Ivanov [1].

Trotzdem ist auch festzustellen, dass die Gewinnung von expliziten Formeln, zum Beispiel
fiir das Volumen eines sphirischen Tetraeders aus den Kantenlidngen, schwierig ist, und tief
in andere Bereiche der Mathematik fiihrt — zum Beispiel in die Algebraische Topologie (K-
Theorie!), siche Dupont [2].

Die Geometrie, die wir dabei betrachten, ist nach Klein durch
X=5" G=0(n+1)
gegeben. Zu den Invarianten gehort dann die Metrik

d(z,y) = cos™! (x,y),

die Werte im Intervall [0, 7] annimmt.
Die Dimension der Gruppe O(n + 1) ist 3n(n + 1), genau wie die der Gruppe Eukl(n).

Will man eine Geometrie im Sinne von Euklid und Hilbert gewinnen, in der es durch zwei
verschiedene Punkte immer genau eine Gerade gibt, so muss man gegeniiberliegende Punkte
auf der Sphire identifizieren:

Definition 7.13 (Elliptische Geometrie). Fiir die Elliptische Geometrie nehmen wir als Punkte
die Paare von antipodalen Punkten von S™, als Geraden die Mengen der Antipodenpaare auf
einem GroBkreis. Wir erhalten so die Geometrie

X=8"(z~-2)=RP" G=0(n+1)/(£])=PO(n+1).

In dieser Geometrie geht nicht nur durch zwei verschiedenen Punkte genau eine Gerade, son-
dern zwei verschiedene Geraden schneiden sich immer in genau einem Punkt, es gibt also keine
Parallelen — genau wie in der projektiven Geometrie (X = RP™, G = PGL(n + 1,R), mit
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n? — 1 = n(n + 2) Freiheitsgraden), wobei die elliptische Geometrie aber eine viel kleinere
Gruppe hat, und dafiir mehr Invarianten, unter anderem die Metrik

d(z,y) = min{cos™ (2, y), cos™ (z, —y)} = cos™" [(z, y)],

die Werte im Intervall [0, 7/2] annimmt.
Die Dimension der Gruppe PO(n + 1) ist in(n + 1), genau wie die der Gruppe O(n + 1).

Dreiecke, Winkel, Volumina etc. verhalten sich dabei sehr dhnlich wie in der sphérischen Geo-
metrie, wobei die Geometrie nur fiir ungerades n orientierbar ist.

Aufgabe. Berechnen Sie die Kantenldngen, Winkel, Fliche und Umfang des Dreiecks mit den
Ecken Berlin (Geographische Lage: 52° 31’ N, 13° 24’ O), Briissel (50° 51’ N, 4° 21’ O) und
Athen (37° 59’ N, 23° 44’ O) auf der Erdkugel, auf der der Abstand von den Polen zum Aquator
bekanntlich 10.000 km betrigt.
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